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Prefacio.

En el siglo XVII, los matemadticos Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz “descubrieron” el
célculo infinitesimal, ocasionando que las matemadticas cambiaran para siempre. En esa época del
Renacimiento se desarrollaba la cultura del momento y consecuentemente la comunidad cientifica se
torna més abierta a compartir ideas y conocimiento. La interaccién entre matemédticos condujo al
desarrollo de innumerables descubrimientos. Por consiguiente, la combinacién del descubrimiento
del cdlculo infinitesimal y una mayor comunicacién, condujeron a un gran nimero de desarrollos
que nunca antes se habian producido.

En este manuscrito, se nombran a tres grandes matematicos como representantes de los Teoremas
de: Green, Stokes y Gauss. Ninguno de estos teoremas fue descubierto y demostrado por un solo
hombre, sino por varios a lo largo de muchos afios. Lagrange (1736-1813), fue el primero en buscar
una prueba del Teorema de la Divergencia o de Gauss, y aunque no pudo demostrarlo, inicié un
viaje que continuarfa Gauss (1777-1855) realizando grandes avances en la fisica y la matematica.
Sin embargo, Ostrogradsky (1801-1861), obtuvo una demostracién formal. Por otro lado, el Teorema
de Green se convirtié en el préoximo gran desafio, Green (1793-1841) propuso el teorema sin
demostracion y su trabajo habria quedado olvidado sin la ayuda de Thomson (1824-1907). Fue
entonces cuando Cauchy (1789-1857) demostré el teorema mientras estaba involucrado con su
propia integral de Cauchy.

Finalmente, con el Teorema de Stokes las matematicas adoptaron un enfoque mucho mads
polivalente. En un principio, Green propuso por primera vez el teorema y nuevamente Thomson se
dio cuenta de su gran poder y lo transmitié a la comunidad cientifica. Stokes (1819-1903) utiliz6 el
teorema como un problema en uno de sus exdmenes y por esa razén el teorema paso a ser conocido
por su nombre.

Varios afios después, Hankel (1839-1873) lo demostré germinando la disciplina de las Matemaéti-
cas Aplicadas, dando sentido y solucion a diferentes problemas de fisica e ingenieria.

Estos teoremas han tenido una gran influencia en la ciencia con aplicaciones que involucran elec-
tricidad, magnetismo, gravedad e incluso el flujo del calor. En la actualidad, se tienen explicaciones
y soluciones a problemas que antes solo se imaginaban. Estos matemadticos han formado parte de las
mentes mas brillantes de la historia y a menudo olvidados, se merecen mucho mas respeto del que
normalmente se les brinda.

Almeria, marzo del 2025.





























































































36 Capitulo 1. Integracion en caminos. Teorema de Green.

Comprueba el Teorema de Green para la funcién F (x,y) = (—4y,4x) en un circulo
de radio a centrado en (0,0).

Solucion:

En primer lugar, calculamos las integral de linea. La curva que describe la circunferencia
orientada positivamente respecto al circulo dado, es y(r) = (acos(t),asin(z)), t € [0,27x], ¥ (t) =
(—asin (1),acos (1)), F(y(t)) = (—4asin (t),4acos (t)), la integral de linea seria

. 2
/F = 4a* dt = 8a’T.
b4 0

Calculamos ahora la integral doble. Como aF 5 =4, %’;‘ = —4, tenemos que, siguiendo el Teorema

de Green, la integral de linea serd igual a

a 21
//Sd(x,y):/ 8pd0dp = 8a’r.
D 0 Jo

Donde D es el circulo y donde hemos usado el cambio a coordenadas polares x = p cos (6),
y=psin(0).

Calcula el valor de la integral de linea de una elipse centrada en (1,1) de ejes 4,
2, usando el Teorema de Green para la funcién F(x,y) = (e* +4y,2In(y* +¢”) +x).

Solucién:
Calculemos entonces la integral doble de @ — 881;. = —3, usando el Teorema de Green las
integral de linea serd igual a

2n 1
/ / —3d(x,y) = / / —24pdpd® = —24T.
D 0 0

Donde D es el interior de la elipse dada por la ecuacién & 421)2 U ;21)2 =1, y donde usamos el

cambio de coordenadas correspondiente a esa elipse, x =4pcos(0)+ 1,y =2psin(6)+ 1.
































































2.1 Superficies 57

4. La esfera de centro (xo,y0,20) € R3 y radio R:
®(u,v) = (xo+ Rsinucosv,yo + Rsinusinv,zo + Rcosu),

conu € [0,7n]yve[0,2x].
5. El elipsoide de centro (xo,y0,20) € R? y semi-ejes a,b,c > 0:

D(u,v) = (xo +asinucosv,yo + bsinusinv,zo + ccosu),
conu € [0,xm]yvel0,2x].

6. Superficie dada una funcién explicita: Sea f : D — R de clase ¢! (D), entonces su superficie
es

S ={(u,v, f(u,v)) : (u,v) € D}.
» Cono: f(x,y) = \/x*+y?, con (x,y) €D

C={(u,v,Vu?2++v?) : (u,v) € D}.

Figura 2.1.4: Cono

= Paraboloide: f(x,y) = x> 4%, con (x,y) € D

P = {(u,v,u* +v*) : (u,v) € D}.

Figura 2.1.5: Paraboloide
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2.1.1 Plano tangente y vector normal

Definicién 2.1.3 Dada una superficie S = {®(u,v) : (u,v) € D}. Se defininen los vectores
tangentes a S en un punto (up,vo) € D como los vectores no nulos:

. 0
Tu(an VO) = E(D(M, v)\(uowo)'

—

d
TV(MO,VO) = EqD(u’v)‘(”O’v‘))'
» Ejemplo 2.3 Sea S la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 1. Es decir, ®(u,v) =
(sinucosv,sinusinv,cosu), conu € [0, 7] y v € [0,27]. Entonces, dado un punto (ug,vo) € [0, 7] X

[0,27], su vectores tangentes son:

Tu(uo, vo) = (cosugpcosvy,cosugsinvy, —sinuy).

Tv(uo, vp) = (— sinugsinvy, sinugcos vy, 0).

Definicién 2.1.4 Se define el vector normal de S en (u,vo) € D como el vector no nulo:

ﬁ(uo,Vo) = Tu(uo,v’o) X TV(MO,V()).

» Ejemplo 2.4 El vector normal de la esfera S en un punto (ug,vo) € [0, 7] x [0,27]:

- — -

i j k
7i(up,vo) = | cosugcosvy cosupsinvyg —sinug
—sinugsinyy  SinugyCcos vy 0
=7sin® ugpcosvg + j sin’ up sin vy + ksinug cos ug

= (sin® ug cos vo, sin® ug sin v, sin o cos ug).

7i (o, vo)

<o

Figura 2.1.6: Vector normal de S
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Definicién 2.1.5 Llamaremos plano tangente a la superficie S en (ug,vo) € [0, 7] x [0,27] a los
puntos (x,y,z) € R? que cumplan la ecuacién:

I1: fi(uo,\/()) : (x—xO,y—yO,Z—ZO) =0
siendo (xo,y0,z0) = ®(uo,v)-

» Ejemplo 2.5 Tomamos el punto de la esfera uy = 7/2, vo = 0. Entonces sus vectores tangentes
son:
T,(m/2,0) = (0,0,—1), T,(m/2,0)=(0,1,0)

su vector normal es:
ii(n/2,0) = (1,0,0)

y, como ®(7/2,0) = (1,0,0) su plano tangente es
IT:(1,0,0)- (x—1,y,2) =0

II:x=1.

Figura 2.1.7: Plano tangente IT

Ejercicio 2.1 Calcula los vectores tangentes, el vector normal y el plano tangente del cilindro
®(u,v) = (3cosu,3sinu,v), conu € [0,27] y v € [0,4], en el punto (up,vo) = (37/2,2). n

Definicién 2.1.6 Se dice que una superficie S es suave en un punto p = (xo,y0,20) € S, cuando
existe un plano IT que contiene a las rectas tangentes en el punto p.

Logicamente, decimos también que IT es un plano tangente a la superficie S en el punto p y que
todo vector normal al plano IT es un vector normal a la superficie S en el punto p. A veces, debido a
la ecuacion paramétrica de la superficie, es posible que el vector normal en un punto sea nulo. En
ese caso, se calculard el plano tangente usando otras herramientas.

Salvo en casos degenerados a los que no prestaremos mucha atencién, siempre existen dos curvas
contenidas en la superficie cuyas rectas tangentes en el punto p son diferentes, con lo que el plano I1
estd determinado de forma Unica y podemos decir que I1 es el plano tangente a la superficie S en el
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punto p. Por otro lado, diremos que una superficie es suave a trozos si es suave salvo en un conjunto
de medida nula.

Decir que un vector es el vector normal a la superficie en un punto es incurrir en una ambigiiedad,
para dos vectores normales a una superficie en un mismo punto podremos afirmar habitualmente que
uno es multiplo escalar del otro.

La tnica recta perpendicular al plano tangente en el punto p es la recta normal a la superficie S
en el punto p y estard determinada de forma tinica cuando lo esté el plano tangente, lo que como
hemos dicho ocurrird en todos los casos que nos interesan.

Area de una supefficie

Definicion 2.1.7 Dada una superficie S = {®(u,v) : (u,v) € D} suave (a trozos), entonces se

define el area de S como
//HTXTHduv //Hnudeuv)
= Ejemplo 2.6

1. Area del cono. D = {6 € [0,2x],r € [0,1]}, ®(r,0) = (rcos 0, rsin B, r). Obsérvese que las
componentes de ® cumplen x> +y? = 72, al tratarse de un cono de radio y altura 1
» &,.(r,0) = (cosB,sinb,1).
» $y(r,0) = (—rsinh,rcos0,0).
w ii(r,0) =D, (r,0) x Py(r,0) = (—rcosO,—rsin6,r).
= |7i(r,0) = rv2.
= A(S) = [ fp Ii(r,0)[|d(r,0) = [ [y rv/2drd6 = \/27.
2. Area del helicoide. D = {0 € [0,27x], r € [0,1]}, ®(r,0) = (rcos8,rsin 8, 0).

(1,0,0)

Figura 2.1.8: Helicoide

» &, (r,0) = (cosB,sinb,0).

» $y(r,0) =(—rsinB,rcos6,1).

w 7/i(r,0) =D.(r,0) x Py(r,0) = (sinO,—cos O, r).

w [[7i(r,0)]| = V14712

w AS) = [ [plli(r,0)ld(r,0) = [T fo VT1+2drd® = m(v/2+log(1+2)).
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3. Area paraboloide hiperbélico. D = {2 +y* <1}, z=x -2

Figura 2.1.9: Paraboloide hiperbdlico

. q)<xay) = (xayvxz _yl).
» O (x,y) =(1,0,2x).
" q))’(xay) = (0’ 17_2_)7)-
. ﬁ(x7y) = <I>x(x,y) X q)y(xay) = (—2x,2y, 1)
o o) = 1+ AR A2
o AS) = J Jp lie.y)[dCr,y) = 37 i VTFA7 rdrde = "E¥3,
4. Area de una grifica. z = f(x,y) con (x,y) € D. La superficie estd parametrizada de la siguiente
forma: ®(u,v) = (u,v, f(u,v)) con (u,v) € D.
w D, (u,v) = (1,0, f,(u,v))
w &y(u,v) = (0,1, fy(u,v))
i(u,v) = ®,(u,v) x D, (u,v) = (—fu(u,v),— fo(u,v), 1)
17 (e, v) | = /14 fuu,v)2 + fi(u,v)?
AS) = [ fp Gl d(w,v) = [ [/ 1+ fulu,v)? + fi(u,v)?d (u,v).

Calcula el 4rea de un cono de radio R y altura 4.
Integral de superficie de un campo escalar
Definicién 2.1.8 Sea D C R? un recinto, ® : D — R? una parametrizacién de la superfi-

cie S = ®(D). Si consideramos f : S — R un campo escalar continuo, entonces se define
la integral de superficie del campo escalar f con respecto a la parametrizacién @, como

/ /Sf ds:= [ /Df<<1><u,v>> 7w, v) | (u,v),

siendo 7i(u,v) = ®,(u,v) x ®,(u,v) el vector normal de la superficie S en (u,v) € D.

1. Obsérvse que la continuidad del campo escalar f asegura la existencia de la dltima integral.
2. Como era de esperar, si el campo escalar es la unidad entonces dicha integral de superficie
equivale al drea de la superficie:

//Sldsz//DlHﬁ(“a")Hd(%V)Zérea(S),
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= Ejemplo 2.7
1. Sea S como superficie el helicoide: ®(r,6) = (rcos0,rsin0,0), con 6 € [0,27],r € [0,1] y
el campo escalar f : R3 — R definido como

fx,y,2) =V 14+x2+y2

[ [

2.SeaS:{z=x>+y:0<x<1;—1<y<1}yel campo escalar f : R? — R definido como

f(x,y,z) = x. Entonces,
//Sfds:\fz<\f—;).

Entonces,

Ejercicio 2.3 Prueba que

41
2

ds = —
//SZ T3

siendo § la esfera unidad centrada en el origen. =

2.1.4 Supefficies orientables

Definicion 2.1.9 Dada S = ®(D) una superficie, definimos una orientacién en S como la aplica-
cién continua o
N: D — R
(u,v) = ii(u,v)

Diremos que una superficie S es orientable si admite dos orientaciones Nj, N, diferentes
(N1 # No).

Todas las superficies tratadas en este curso son orientables ya que tenemos dos vectores normales
en cada punto de la superficie:

N1:<I>u><CI>V, N2:CI>V><<IDM.

Ny = —N,.

Un ejemplo clésico de superficie no orientable es la banda de Mobius que tiene una tnica cara:

Figura 2.1.10: Banda de Mobius
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Integral de superficie de un campo vectorial

Definicién 2.1.10 Sea D C R? un recinto, ® : D — R® una parametrizacién de la superfi-
cie S = ®(D). Si consideramos F : § — R un campo vectorial continuo, entonces se define
la integral de superficie del campo vectorial F' con respecto a la parametrizacién &, como

//Sﬁds :://Dﬁ(q)(u,v)) -i(u,v)d(u,v),

siendo 7i(u,v) = ®,(u,v) x ®,(u,v) el vector normal de la superficie S en (u,v) € D.

1. Aligual que en la integral de superficie de campos escalares, la continuidad del campo vectorial
F asegura la existencia de la dltima integral.

2. Se le suele denominar como integral de flujo del campo vectorial a la integral de superficie de
un campo vectorial.

3. Debido a la existencia de dos vectores normales el valor de la integral de superficie es Gnico
salvo signo.

4. Notacién cldsica: F (x,y,z) = (P(x,y,2), Q(x,,2),R(x,y,2))

//Sﬁds:/LP(%%Z)CI(%Z)+Q(X,y,z)d(x,z)+R(x7y,z)d(x7y).

= Ejemplo 2.8 Sea S la esfera de radio R y centro el origen de coordenadas. F:R?—R? campo
vectorial definido como F (x,y,z) = (x,y,z). Entonces,

//ﬁds:4nR3.
S

Ley de Gauss: Sea S la esfera de radio R y centro el origen de coordenadas y Eel

campo electroestatico, entonces
/ / Eds= g
s &

El flujo electroestitico es independiente del radio de la esfera.
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Independencia de la parametrizacion

Si bien la definicidn de integrales de superficie tanto para campos escalares como de campos
vectoriales dependen de la parametrizacion @ de la superficie, a continuacién probaremos que si
una superficie admite diferentes parametrizaciones, estas integrales coinciden. Para ello véase el
siguiente ejemplo demostrativo:

m Ejemplo 2.9 Sea S el cono dado en las parametrizaciones:
P (r,0) = (rcos@,rsin@,r); rel0,1],0 €[0,2x].

D5 (u,v) = (u,v, Vu +12); D={0<u*>+v*<1}.

Considérese el campo escalar f(x,y,z) = z. Entonces,
2n\2
// fds:// fds = \f
So, J JSs, 3

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 2.1.11 Dados D;,D; dos recintos de R? y & : D; — R3, ®, : D, — R? dos parame-
trizaciones. Diremos que son equivalentes (P, ~ ®,) si existe una aplicacion

v D, — Dy
(u,v) — (¥1(u,v),¥2(u,v))

biyectiva y €' (D) (salvo en conjuntos de medida nula), tal que
Dy (u,v) = Dy (¥y (u,v), ¥r(u,v)).
Equivalentemente, ®;(D;) = ®,(¥(D)).

De esta manera, en el ejemplo anterior, las dos parametrizaciones son equivalentes. En efecto,
basta con tomar
Y(r,0) = (rcos0,rsin@), rel0,1],0 € [0,2m].

A continuacién establecemos que la integral sobre parametrizaciones equivalentes de un mismo
campo escalar se mantiene invariante.

Sean dos parametrizaciones equivalentes @ : D —»R3 yd;: D, — R3. Dado
f:®1(D1) — R un campo escalar continuo.

Entonces,
// fds:// fds.
So, So,
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Demostracion. Queremos ver que

equivalentemente,
/ £(@ (u,v) Hacpl il (,v) / F(@y(s,1)) HM)Z 9% d(s,t).  (2.1)
Dy D, as 81‘
Desarrollamos la primera integral. Para ello, como
Dy (u,v) = Dy (¥y(u,v),¥2(u,v))
se tiene que
oP(u,v)  ID (V1 (u,v), ¥2(u,v))
ou du
0Py (Wi (u,v), Wa(u,v)) d¥i(u,v) IdP2(¥1(u,v),¥2(u,v)) d¥2(u,v)
_ n . (2.2)
ds du ot du
Anélogamente,
acI)1 (M,V) o aq)Z(‘Pl (u,v),‘{’z(u,v))
v dv
9Dy (Vi (u,v), V2 (u,v)) W1 (u,v) n dP (W1 (u,v), ¥a(u,v)) d¥2(u,v) 2.3)

ds v ot v

S
|

S

X

Usando las igualdades (2.2) y (2.3) y teniendo en cuenta que d X d = 0 y d X
obtenemos:

8CI>1 8<I>1 . 8@2(‘1’1(14,\/),‘1”2(14,\1)) % 8<I>2(‘P1(u,v),‘1’2(u,v))

du oy Js ot
[ 9¥i(u,v) 02 (u,v)  dWi(u,v) 0¥ (u,v)
u av av u '

Por lo tanto, la primera integral de (2.1) quedarfa asi:

[ [, £(@s01 )t | SRl 9B sl |
2.4)

'8‘1’1 (u,v) d¥2(u,v)  9¥i(u,v) 9¥2(u,v) 2wv)

du dv adv ou ,V).

Por otro lado, desarrollamos la segunda integral de (2.1) mediante el cambio de variable:

s:lpl(uav)a I:\Pz(u,\/),
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y se obtiene

//PI(Dz)f(<I>2(‘P1(u,v),‘P2(u,V))) "3‘132(‘1’1(14,8\23,‘{'2(14,1;)) X 8@2(‘1‘1@1 ), ¥alu, V(z |

|detJ (u,v)|d(u,v).
Por tltimo, teniendo en cuenta que ¥~ !(D,) = D) casi para todo subconjunto de medida no
nula (y al ser W biyectiva) y ademads,

0¥ (u,v) 0¥a(u,v)  I¥i(u,v) 9¥s(u,v)

detJ (u,v) = u ov v u

Sustituyendo en (2.5), se llega a la misma expresion que (2.4). Por lo que se prueba la igualdad
de (2.1). |

Enuncia y demuestra el resultado anterior para campos vectoriales.





https://es.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives/divergence-and-curl-articles/a/curl
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De esta manera, aplicamos el Teorema de Green a la dltima integral para obtener

Fdl = L/édl
ats
d
_//< Ga(xy) _ (M%”>w@a (2.6)
dy
Desarrollemos esta ltima integral, para ello se tiene en cuenta
an X,y 8F2 xa)’?f X,y 8F2 ij,f XY 8F3 xvyaf X,y
(ry) _ 9By, f(ny) | 9Fxy f( »ﬂ®w+ (.3, £ ( ”ﬁww
dx dx 9z dx

+ 8F3(x7y7f(x7y))

az fx(xa)’)fy(xyy)+F3(x7)’af(x7)’))fxy<xay)7

8F3(x,y,f(x,y))

8G1(X,y) o aFl(x,y,f(x,y)) aFl(x,y,f(x,y))
P X + o flxy)+ a—yfx(x,y)
+ Mfy(xvy)fx(xay) —I—F3(x,y,f(x,y))ﬁyx(x,y).

0z

Haciendo ahora su diferencia y teniendo en cuenta que f,, = f, se obtiene sustituyendo en (2.6)

// <8G2xy 8G1(xy))( y) =

[( xy, (x,)) 8F3(x,y,f(x,y))>fx(x,y)

dy
xx (x,y)) IR (x,y,f(x,))
< 1 82 )fy(XJ)
+8F2(x7?){(x7y)) aFl(x yaf(x y)):| d( y)

fxlx

B / / [ (8F3 X)) an )
8F1 %)) 8F3 )
)

fylx

Joc

-/ /D FOLF (D(x,y)) (—fx(x,y),—fy(x,y), )d(x,y)

://DratF(¢(x7y)).ﬁ(xjy)d(xjy)://graths.

N <3F2 (x,y)) 8F1
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2.3 Ejercicios resueltos
2.3.1 Area de supefficie

Ejercicio 2.8 Considera el paraboloide x*> +y? =z y el plano z = y + %. Calcula el area del plano
limitado por la interseccion. "

Solucion:
Nuestra figura se puede representar como:

Figura 2.3.1: Ejercicio 2.8

Primero obtenemos la interseccién del paraboloide z = x> +y? y el plano z = y + %.

La interseccion serd x> + (y - %) % Por lo tanto, la parametrlzacmn de nuestra superficie
seré¢(x,y):(x,y,y+ ), con (x,y) € D:={(x,y) e R*: X+ (y 2}

Figura 2.3.2: D. Ejercicio 2.8

El médulo del normal es [|12|| = v/2, entonces el drea viene dada por la siguiente integral

[ [1isldtes) = [ [ V2aces).

Cambiando a polares, x = pcos(0),y=psin(0)+ 5, con p como el determinante del Jacobiano

del cambio, tendriamos
V2d(x,y) = / / V2pdpde = -
/ / V2
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Ejercicio 2.9 Calcula el area de la superficie correspondiente a la porcién del paraboloide
x% +y% =z, que se encuentra entre 7 = a’ y 7z = b*> para0 < a < b. n

Solucion:
Estariamos ante la siguiente situacién:

Figura 2.3.3: Ejercicio 2.9

La parametrizacién del paraboloide estarfa dada por ¢ (x,y) = (x,y,x> +y?), con (x,y) € D C R?.
Siendo el médulo del normal ||z || = /1 +4x? + 4y, la integral que debemos calcular serd

| [ ViTarrarae.
D

donde D estarfa dada por D = {(x,y) € R? : a> < x* +y*> < b*}.

Figura 2.3.4: D. Ejercicio 2.9

Para calcular la integral usaremos coordenadas polares, x = p cos (6), y = psin ().

n((1+4b2)%—(1+4a2)%>

2n b
//\/1+4x2+4y2d(x,y)=/ /(\/1+4p2)pdpd9: -
D 0 a
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Ejercicio 2.10 Calcula el 4rea de la superficie correspondiente a un cuarto del cono x> + y*> = 72
entrez=1yz=3. n
Solucion:

Podemos representar el cono como:

Figura 2.3.5: Ejercicio 2.10

La parametrizacion del cono serfa ¢(8,p) = (pcos(8),psin(8),p), con (6,p) € D C R2.
En este caso, D se puede describir como D = {(6,p) e R*: 6 € [0,5],p € [1,3]}.

Figura 2.3.6: D. Ejercicio 2.10

Como el médulo del normal es ||y || = \V/2p., el drea se calcularia con la siguiente integral

//Dﬁpd(e,p)=/O§/l3fzpdpd9:23m
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Ejercicio 2.11 Calcula el 4rea de la parte del cono 2x> +2y? = z2, que se encuentra entre 7 =0y
z=y+1L. "

Solucién:
La figura se representaria como:

Figura 2.3.7: Ejercicio 2.11

Para calcular el drea usaremos la parametrizacién del cono

O (x,y) = (x,y,V/2x* +2y2),

con (x,y) € D. Ten en cuenta que al ser z > 0, la tercera coordenada es positiva.
Para conocer D tendriamos que observar la figura desde el plano XY y calcular la interseccién
del plano z =y—+1 y el cono.

La intersecci6n serfa x> + w = 1, por lo tanto, D = {(x, y) eR?:x2 + @ < 1}.

Figura 2.3.8: D. Ejercicio 2.11

Por otro lado, el médulo del vector normal serd ||1i|| = v/3, por lo que ya podemos calcular el
area de la region correspondiente a la parte del cono que se nos pedia. Asi,

1 r2rm
Area Cono =// \/gd(x,y)z/ / Vépdodp = Ver.
D 0 Jo

Donde hemos usado el cambio de coordenadas x = p cos(8), y = v/2psin(8) + 1, siendo el
determinante del Jacobiano del cambio v/2p, con p € [0,1], 6 € [0,27].
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Ejercicio 2.12 Calcula el drea de la superficie del cilindro x> 4+ y?> = 9 encerrada por z =0y

z=3yconz>0. n

Solucion
El caso que nos ocupa seria:

Figura 2.3.9: Ejercicio 2.12

La superficie del cilindro viene parametrizada por ¢ (6,z) = (3cos(6),3sin(0),z), con (0,z) €
D C R2. Por un lado, el normal serfa 77 (6,z) = (3cos(8),3sin(8),0), asi pues, el médulo del
normal es |74 (0,z)|| = 3.

Para observar el recinto D situémonos en el plano XY, donde tendriamos media circunferencia
de radio 3, asi, 6 € [0, 7]. En cuanto a z, sabemos que la altura ird de 0 a 3y, por tanto, z € (0,3y) =

(0,9sin(0)).
//D”%(Gadlld(e,z)z/on/ogsm(e)sdzdezs4.

El area sera
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Ejercicio 2.13 Considera el cono de altura 4, por encima del plano XY, cuya base de radio 4 se
encuentra también en este plano. Calcula el drea de la superficie correspondiente a la porcién del
cono que se encuentra limitado por plano2z—5=yy z=0.

Solucion:

22—-5=y

Figura 2.3.10: Ejercicio 2.13

El cono viene descrito por la ecuacién x> 4 y? = (4 —z).

Vamos a dividir la figura en dos, S; el cono desde su vértice hasta el plano 2z—5=yy S, el
cono desde su vértice hasta el plano z = 0.

1. S

Figura 2.3.11: S,

La parametrizacion de la superficie viene dada por ¢ (x,y) = (x,y,4 — /x> +y?) con (x,y) €
Dy, que seria la proyeccion en el plano XY de la figura. Para ver la forma de D; realizamos la
interseccion entre el plano 2z —5 =y y el cono x> +y? = (4 —z)?, igualando la z obtenemos
la elipse




2.3 Ejercicios resueltos 79

Esta elipse indica el borde de Dy, asi, D; := {(x,y) eR*: L + O+ < 1}.

Figura 2.3.12: D

Calculamos ahora el drea, siendo |/7ig, || = v/2, tenemos que
2 pl
/ V2d(x,y) = / / V2(2v/3p)dpd6 = 2v/6x.
D, o Jo

Donde hemos usado el cambio de coordenadas x = v/3p cos (8), y = 2psin(0) — 1.
2. 5

Figura 2.3.13: 5

La parametrizacion de la superficie viene dada por ¢»(x,y) = (x,y,4 — /x> +y?) con (x,y) €
D5. Al igual que antes, para conocer D, realizamos la interseccién entre el plano z =0y el
cono x? +y* = (4 —z)?, igualando la z obtenemos el circulo

2oy =4
que indica el borde de D, asi, D> := {(x,y) € R? : x> +y? < 4?}.

\|

Figura 2.3.14: D,

Obteniendo el drea a través de la siguiente integral, siendo [|rig, || = v/2,

/ D, V2d(x.y) = /02” /04 V2pdpd6 = 16V2r.

Donde hemos usado el cambio de coordenadas x = p cos (6), y = psin ().
El 4rea de la figura pedida serd la resta de ambas 16127 - 2/67.
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Ejercicio 2.14 Calcula el area de la superficie de la esfera correspondiente a una bola de radio 3,
centrada en (0,0,0), con un orificio de radio 2 en el hemisferio superior de la esfera. n

Solucion:
La figura seria la siguiente:

Figura 2.3.15: Ejercicio 2.14

La esfera estaria dada por ¢(0,u) =(3cos(0)sin(u),3sin(60)sin(u),3cos(u)), con (0,u) €
D C R2. Siendo el médulo del normal |1z || = 9sin (u), entonces la integral que debemos calcular es

//D%in(u)d(e,u).

Por un lado, 6 € [0,27]. Por otro lado, para ver donde se mueve u, consideremos la proyeccion
en el plano XZ. Estd claro que u terminaria en 7 y empezaria en el dngulo en el que interseca el
orificio con la esfera.

Figura 2.3.16: Proyeccién plano XZ

Obteniendo el punto de interseccién, x = 2, z = /5. El dngulo d correspondiente a este punto,
serfa el que cumpliese que 3cos (d) = v/5 y 3sin (d) = 2. Finalmente con

D:={(u,0)eR>:ucld,n],6c[0,2n]}

podemos calcular el drea como

//D9sin(u)d(u,6) :9/02”/dnsin(u)dud6 =187 (cos(d) +1).
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Integral de superficie

Calcula la integral de flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,z), para una
superficie S dada por el paraboloide z = 4 — x> — y?, situado por encima del plano XY .

Solucion

La superficie viene parametrizada por ¢ (x,y) = (x,y,4 — x> —y?), con (x,y) € D C R?. Para
observar el recinto D situémonos en el plano XY, donde tendriamos una circunferencia de radio 2.

Teniendo que el vector normal serfa 17y = (2x,2y, 1), la integral de superficie vendra dada por

//Sﬁdsz//Dﬁ(q)(x,y))%d(x’y)://D(x,y,4—x2—y2)(2x,2y,1)d(x,y):

//1)(4—|—x2—|—y2) d(x,y).

Cambiando a polares, x = pcos(0), y = p sin(6), obtendriamos
2 2
[ [@+2e)dun = [ [ @+ppdpo =24z,
D o Jo

Calcula la integral de superficie de la funcién f(x,y,z) = "’TX, siendo la superficie

aquella parametrizada por ¢ (x,y) = (x,y,xInx —x+y), donde (x,y) € [2,3] x [0, 1].

Solucion:
Tendriamos que calcular la siguiente integral

/ /Sfds= / /D 25 11.£ (9 (x, ) d(x,)-

El médulo del normal estarfa dado por ||rg || = /2 + (Inx)? y D seria el recinto que nos indican,
D =[2,3] x [1,0], asi,

[ [ imtstotonde = [ (2 @) ®asay - @+1R @)} —@+i @)t

Calcula la integral de superficie de una funcién escalar con respecto al cono
z=4-—2+/x*+y? con z € [0,4]. La funcién escalar es proporcional a la distancia al eje Z.

Solucién:
La funcién escalar, f, vendria dada por kd((x,y,z),(0,0,z)) = ky/x?>+y? donde k e Ry d es la
distancia. Por lo que debemos calcular

/ /st: / /karmnd(x,y).

La superficie viene parametrizada por ¢ (x,y) = (x,y,4 —2+/x2 +y2), con (x,y) € D C R?. Por
un lado, si nos situamos en el plano XY, el recinto D seria un circulo de radio 2. Por otro lado, el
médulo del normal serfa |17y || = V/5.
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Asi pues, la integral de superficie vendria dada por
// (k\/x2 +y2> V5d(x,y).
D

Cambiando a polares, x = pcos(0), y = psin(0), tendriamos

2n 2
/ / kv/35p2dpd6 — 16*/35’(” .
0 0

Ejercicio 2.18 Calcula la integral de la funcién f(x,y,z) = z sobre la superficie S, dada por tres
cuartos del toro ¢(0,v) = ((R+rcos(0))cos(v),(R+rcos(60))sin(v),rsin(0)). n

Solucion:
La parametrizacion del toro estaria dada por

9(6,v) = ((R+rcos(6))cos(v),((R+rcos(0))sin(v),rsin(0)),

con (0,v) € D C R?. Si calculamos el médulo del normal, obtenemos que |17y || = r(R+rcos (6))
y si observamos la proyeccioén de la superficie sobre el plano XY, tenemos que D es

— 3n
D= {(V,O) eR?:ve {0,7] ,0 € [0,2%]}.
Asf, la integral se calcularia como

//SdeZ//Drsin(ﬂ)r(R-l-rcos(9))(1(971,):
/032"/Oznrsin(g)r(R+rcos(e))dedv=0.

Ejercicio 2.19 Calcula la integral de superficie de f(x,y,z) = x + z, donde la superficie es la
porcién contenida en el primer octante del cilindro y> +z> =9, entre x =0 y x = 4. "

Solucion
Estariamos en la siguiente situacién:

Figura 2.3.17: Ejercicio 2.19
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La parametrizacién de la superficie serd ¢ (x,0) = (x,3cos(6),3sin(8)), con (x,0) € D C R2.
Siendo D = [0,4] x [0, ] y el médulo del normal ||i|| = 3, la integral de superficie serd

//Sfdsz//D|y@||f(¢(x,e))d(x,e):/()4/Og(3x+9sin(9))dedx:12n+36.

del paraboloide que queda entre los planos z =1y z =4, de f(x,y,z) = \/4(x*+y?) + 1. .

Solucién:
Tendriamos el siguiente supuesto:

| Ejercicio 2.20 Teniendo en cuenta el paraboloide x*> + y> = z, calcula la integral de la superficie

Figura 2.3.18: Ejercicio 2.20

La porcién del paraboloide pedido estaria dado por

O (x,y) = (x,3,2> +7)

con (x,y) € D := {(x,y) € R? : 1 <x*+y? <4}, pues para z = 1, el paraboloide traza una
circunferencia de radio 1 y para z = 4, una circunferencia de radio 2, ambas centradas en (0,0).

Figura 2.3.19: D. Ejercicio 2.20

Con el médulo del normal |7y || = 1/4x2 4 4y? + 1, se nos quedarfa la integral de superficie

como
[ [ras=[ [ rowniilaty = [ [ @@ +a2+1) .

Cambiando a polares, x = pcos(0), y = psin(0), tendriamos

2 2
//I)(4x2+4y2+1) d(x,y)z/o ”/1 (4p%+p) dpd6 = 337.
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Ejercicio 2.21 Considerando la funcion y el paraboloide anteriores, calcula la integral de superfi-
cie de la funcién para la porcion del paraboloide que queda entre 0 < z <y. n

Solucion:
Tenemos lo siguiente:

Figura 2.3.20: Ejercicio 2.21

La parametrizacion del paraboloide viene dada por:

0(x,y) = (x,,2* +)?)
con (x,y) € D C R2. Para ver el conjunto D podemos hacer la interseccién del paraboloide
z=x*+y”y el plano z = y, obteniendo x* + (y — %)2 = }l, asi, si proyectamos sobre el plano XY

tendremos que D := {(x,y) eER*:x*+ (y— %)2 < %}

Figura 2.3.21: D. Ejercicio 2.21

Teniendo que ||y || = /4x2 +4y? + 1,
[ [ reemlislaey = [ [ @@ +a2+1) )

Cambiando a polares, x = pcos(0),y = psin(0) + %, tenemos que

ok
// (4x2+4y2+1)d(x,y):/ /2(4p3—|—4p2sin(9)+2p) dpdez%r.
D 0 0
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Ejercicio 2.22 Considera el paraboloide x> +y?> = 5 — z, calcula la integral de la superficie
correspondiente a la porcién del paraboloide que se encuentra entre el plano z = x + % yz=0,

para f(x,y,2) = /4(x2 +y%) + 1.

Solucién: La figura se representaria como:

§
R
R
X
N
N
N

Figura 2.3.22: Ejercicio 2.22

Vamos a dividir la figura en dos, S el paraboloide desde su cima hasta el plano z = x + % ySyel
paraboloide desde su cima hasta el plano z = 0.

1. 8

Figura 2.3.23: S

La parametrizacion de la superficie viene dada por ¢ (x,y) = (x,y,5— (x> +y?)) con (x,y) € D{
que seria la proyeccién en el plano XY de la figura. Para ver la forma de D, realizamos la
interseccién entre el plano z = x+ % y el paraboloide x> +y?> = 5 — z, igualando la z obtenemos

L] 2+2 11
x4+ = =—.
2) TV T
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Esta circunferencia indicarfa el borde de Dy, asf, Dy := {(x,y) € R?: (x+4)? +y* < L1},

Figura 2.3.24: D,

Calculamos ahora la integral de superficie, siendo ||n, || = 1/4(x> +y?) + 1, tenemos que

/ Slfds://Dl (462 ) +1) d(x,y) =

/02”/0@ [4 ((pcos(@)—%)z-i—pzsinz(e)) +1

Donde hemos usado el cambio de coordenadas x = p cos (0) — %, y=psin(0).
2. 8

165
pdpd6 = Tﬂ

Figura 2.3.25: S,

La parametrizacién de la superficie viene dada por ¢, (x,y) = (x,y,5 — (x> +y?)) con (x,y) €
D». Para tener D» realizamos la interseccién entre el plano z = 0 y el paraboloide, obteniendo
la circunferencia

P4y =5

que indica el borde de Dy, asi, D, := {(x,y) € R? : x> +y*> < 5}.

Figura 2.3.26: D,
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Entonces podemos calcular la integral de superficie, siendo ||7i4, || = /4 (x> +y?) + 1, tenemos
que

fds= (4 +y*) +1) d(x,y) = ” \@(4p3+p) dpdf = 557.
S Dy 0 0

Donde hemos usado el cambio de coordenadas x = pcos(0), y = psin(6).

La integral de superficie serd la resta de ambas, %
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2.3.3 Teorema de Stokes

Ejercicio 2.23 Comprueba el Teorema de Stokes con F (x, 7z ) (y, 2x,7%) para la superficie del
plano z = 1, limitada por la interseccién con el elipsoide 7 —|— —l— =1. "

Solucion:
El elipsoide y el plano se pueden representar como:

Figura 2.3.27: Ejercicio 2.23

La interseccion entre el plano z = 1y el elipsoide 7 + + f6 =1 sera . y 15 . Por lo
tanto, la parametrizacién de nuestra superficie estard dada por ¢(x y) = (x,y,1), donde se tlene que

(xvy)Gl_)I:{( )ERz.xz+y< }

Figura 2.3.28: D. Ejercicio 2.23.

Por un lado, el vector normal serfa 1y = (0,0, 1) y el rotacional de nuestra funcién rotF =
(0,0,1).
Ast, la integral de superficie es

//roths—//rotF O (x,y))ngd(x,y) //ldxy

\F 3V15

Cambiando a polares, x = ¥5>pcos (8), y = =;=psin(8), con el determinante del Jacobiano

del cambio % p, tendriamos

2x  rl
//1d(x,y):/ / 2 dpao =L
D o Jo 8 8
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Por otro lado, 97D = y(t) = <@ cos (1), # sin (t)) Asi,

0TS=u@l)=0(y@1)) = <\/21>5 cos (1), 3\16 sin (2), 1) ,parat € [0,2m],

teniendo que

F(u)= (3\F sin (1), v/15cos (1), 1) yu'(t) = (—\T sin (t),3\41ﬁcos (t),O) .

Por lo tanto, la integral de linea del borde de S es
- w45 45 45
a+stl —/0 <8 sin” (1) + 7 cos (t)> dt = <

Comprueba el Teorema de Stokes, con F(x,y,z) = (x,y,z), para el hemisferio
superior de una esfera de radio uno centrada en (0,0,0).

Solucién:
La superficie esta parametrizada como

¢ (x,y) = (x,y,/1 —x2—y?)

para (x,y) € D C RY, siendo D una circunferencia de radio 1 centrada en (0,0). Por un lado,
calcularemos la integral de superficie del rotacional, siendo este rorF = (0,0,0),

//raths:O
N

Por otro lado, d7D = y(t) = (cos (¢),sin (¢)). Asi, 9
t € [0,27], teniendo que F (i) = (cos(z),sin(z),0) y u’
integral de linea del borde de S es

§=p(t) = ¢(v(t)) = (cos(1),sin(1),0),
)= (= t

sin(z),cos(¢),0). Por lo tanto, la

(e

. 27 ) )
/3+st1 = /0 (—sin(r)cos (1) +cos(t)sin(t)) dt = 0.
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Comprueba el Teorema de Stokes para un cono de altura 1 por encima del plano
XY, cuya base de radio 1 estd en el plano z = 1, siendo F (x,3,2) = (y, —x2,2x +2).

Solucién:
La superficie serfa parametrizada como

¢ (x,y) = (x,5, Vx> +y?)

para (x,y) € D C R2.

. — . _ o - —x —y - .
El rotacional es rotF = (x,—2,—z—1), el normal, ny = (m, By 1> y D es un circulo
de radio uno. Asi, calculamos la integral de superficie del rotacional como

- —x? 2y
roths:// + —Vx2+y2—1|d(x,y).
/] D( Tt eV ) (x,)

Cambiando a polares, x = pcos (60), y = psin(0), se nos queda la integral como

2
/ / (—p*cos®(0) +2psin(0) —p*> —p) dpd® = —2.
0 0

Por otro lado, tenemos que D = ¥(r) = (cos(¢),sin (¢)). Como consecuencia, 0TS = u(r) =
¢ (y(r)) = (cos(t),sin(z),1), ¢ € [0,27], teniendo que F(u(z)) = (sin(t),—cos (r),2cos () + 1) y
u' () = (—sin(t),cos (¢),0). Asi, la integral de linea del borde de S es

N 2w
Fdl = / (- sin® (1) — cos? (t)) dt = —2m.
I+ 0

Verifica el Teorema de Stokes para la superficie del ejercicio 2.15, con F (x,y,z) =
(22,%,5%).

Solucién:
Siendo el rotacional rorF = (2y,2,1), y el normal ry = (2x,2y, 1), la integral de superficie es

//Sr?ans://l)(4xy+4y+1)d(x,y).

Como D es un circulo de radio 2 centrado en (0,0), tenemos que

// (4xy+4y+1)d(x,y) // 4xy+4y+l)dxdy:47r.
\4=y?

Ademds, 07D = y(t) = (2cos(t),2sin(t)) parat € [0,27]. Asi, llegamos a que TS = ,u(t) =
o(y(r)) =(2cos (1), ZSln( ),0) y como consecuencia obtenemos que F(u) = (0,2cos (¢),4sin® (1))
y u'(¢t) = (—2sin(z),2cos(z),0). Por lo tanto, la integral de linea del borde de S es

2

Fdl= [ 4cos®(t)dt =
2+s 0

Quedando verificado el Teorema de Stokes.
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Considera el cono del ejercicio 2.11 y la interseccién con el plano z = y+ 1. Para
F(x,9,2) = (y—z+1,(z—y)x, (z— y)x), calcula, usando el Teorema de Stokes, la integral del
rotacional de F sobre la superficie S, siendo S la superficie del plano dado limitado por el cono.

Solucién:
La superficie de interseccion, S, entre el plano z =y -+ 1 y el cono, estard parametrizada por

¢(x,y) = (x,y,y+1) con (x,y) € D,
donde el borde del conjunto D, que ya ha sido calculado, es trazado por el camino
¥(1) = (cos(t),v2sin(t) + 1) parat € [0,27].

Como tenemos que usar Stokes para esta superficie, tengamos en cuenta que

F"dl://r?)t(F)ds.
ats D

Por lo tanto, tenemos que calcular la integral de linea del camino p que traza el borde de la
superficie, T S.
Asi pues, el borde 1 serd

p(1) = 9(¥(1)) = (cos(r), V2sin(r) +1,V2sin(r) +2)

con t € [0,27]. La derivada serd u'(¢) = (—sin(t),v/2cos(t),v/2cos(t)). Siendo la integral de
linea

/(%Sf?dl = /Ozﬂ(O,cos(t),cos(t))(— sin(r), v'2cos(t),V2cos (1)) dt = 2v/2m.
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Ejercicio 2.28 Calcula la integral de linea de F (x,y,z) = (3)%,2,x), usando el Teorema de Stokes,
para la superficie del plano x +z = 1 que se encuentra limitada por la interseccién con el elipsoide
P42 42 =1. u

Solucion:
Nos econtramos en la siguiente situacién:

z+z=1

Figura 2.3.29: Ejercicio 2.28

Primero calculemos la interseccion del elipsoide x*> +2y? +z> = 1 y el plano x +z = 1, que serd
(x— %)2 +y? = }‘. Por lo tanto, la parametrizacién de nuestra superficie serd ¢ (x,y) = (x,y,1 —x),
con (x,y) € D:={(x,y) e R?: (x— )2 +y* < 1}.

Figura 2.3.30: D. Ejercicio 2.28

Por un lado, el normal serfa i = (1,0, 1) y el rotacional de nuestra funcién (—1,—1,—y).
Asi, la integral de superficie vendrd dada por

//Dr?’fF(Mx,y))ﬁZpd(x,y)z//D(—l—y)d(x,y),

Cambiando a polares, x = pcos (0) + 1, y = psin (6), tendrfamos

//D(—l—y)d(x,y)2/02”/0%—(p+p2sin(9))dpd9:_T”_
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Ejercicio 2.29 Usa el Teorema de Stokes para calcular la integral sobre la superficie S del
rotacional del campo vectorial F (x,y,z) = (zx +22y +x, 22ye* +y,2x2). Esté superficie S esta dada
por la unién de un cilindro con base de radio 2, altura A, y su "tapa" superior, un circulo de radio
2, centrado en (0,0, 4). .

Solucién:
Estariamos ante el siguiente caso:

Figura 2.3.31: Ejercicio 2.29

Por el Teorema de Stokes, podemos obtener la integral de la superficie S como la suma de las
integrales de linea que describen sus bordes.

//rthds: Fai= [ Fai+ | Fal.
S ots 2tS8 0+S,

1. §
Sea S; la "tapa" superior del cilindro, estd dada por la parametrizacién ¢ (x,y) = (x,y,h) con
(x,y) € Dy. En este caso Dj es un circulo de radio dos centrado en (0,0), por lo tanto, una
curva que describa el borde de D es y(r) = (2cos(¢),2sin(z)), ¢ € [0,27]. Asi, el borde de S,
serd L = ¢y (y) = (2cos(t),2sin (), h), t € [0,27].
2.8
Sea ahora S, el cilindro, su parametrizacion serd ¢»(6,z) = (2cos(0),2sin(8),z) con (6,z) €
D,, donde D, es un cuadrado de tamaiio [0,27] x [0, 4], por lo que su borde estara descrito
con cuatro curvas.
a) v(t) = (2nt,0),t € [0,1].
b) v(t) = (2w, ht),t € [0,1].
¢) 3(t) = (2w —2mt,h), t € [0,1].
d) ()= (0,h—ht),t €[0,1].
De manera que los bordes de S, vienen descritos por

@) 0(11(1)) = i (t) = (2cos (271), 2sin (21),0), £ € [0, 1].
b) ¢:(na(t)) = ”2(’) (2,0,ht), 1 € [0’ 1]'

¢) o(y3(t)) = us(t) = (2cos (2w — 2xt), 2sin (2w — 27t ), h), t € [0, 1].
d) ¢2(Y4(I)) = Il4(f) (2 O’h_ht)’ S [071]'
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Asi, podemos ver que Uy = U, Uy us = u~", por lo tanto,

/ Fdi+ ﬁdl:/ﬁdl+/ Fdi+ F"dl+/ ﬁdl+/ ﬁdl:/ Fdl.
ItS8, ItS$, H Hi M2 M3 My M

Siendo ! (r) = (—4msin (27z),4mcos (27t),0) y F(w;) = (2cos (27z),2sin (27z),0), tenemos
que

1
/ Fdl— / (—87sin (27r) cos (271) + 87 sin (27r) cos (27r)) dt = 0.
W 0

//rBths =0.
s

Por lo que,



3. Teorema de Gauss

3.1

Operador divergencia

Antes de enunciar el Teorema de Gauss (o de la divergencia), se define el operador divergencia y
se establecen algunas de sus propiedades mas importantes.

Definicién 3.1.1 Sea A C R? abierto, F : A — R3 campo vectorial 4! (A). Entonces se define la
divergencia de F = (Fy,F, F3) como

. - dF 0dF O0F
dive =21 272, 95
M= Ty T ez
= Ejemplo 3.1
1. Sea F = (cos(xy),e *yz,z*), entonces divF = —ysin(xy) + ez +4z>.
2. Sea F = (2zx%y, —3zx%y?, —2), entonces div F = 0.

Observacion 3.1.1
1. De la misma manera se puede definir la divergencia en dimensién N como

divF =) —,
k;l 8xk

siendo F'(x) = (Fy(x), F2(x),...,Fy(x)) conx = (x1,x2,...,xy) € RV,
2. El operador divergencia convierte campos vectoriales en campos escalares.
Se puede considerar el operador divergencia como la traza de la matriz jacobiana.
4. A menudo se suele escribir

»

divF =V.F.

5. En el siguiente enlace: khanacademy, puede consultarse la interpretacion geométrica del
operador divergencia.


https://es.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-derivatives/divergence-and-curl-articles/a/divergence
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— Propiedades de la divergencia. Sean F y G campos vectoriales con regularidad
%. Entonces se satisface las siguientes propiedades:
i) d1V(7LF+uG) kdivlj“—s—,udivé paratodo A, u € R.
i) div ( f F)= v f-F+ f divF, para todo f campo escalar.
iii) div(F x G) = rotF -G — rotG - F.
iv) divrotF =0.
v) Af :=div Vf = a 2 a—J; + ‘%{, para todo f campo escalar €.

Demuestra las propiedades anteriores.
Sol.
Consideremos F = (F,F,F), G= (G1,G2,G3).
i) div(AF + uG) = AdivF + udivG, para todo A, 1 € R.

a()LF1 +MG1) 8(7LF2—|—uG2) 3(1F3 —i—HGg)
+ +
dx dy dz

oF G, oF,  9G, oF;  dG;
<7La+u 3x>+<’la +u ay>+<’la +u 8z>

oF, J0F, OJF; J0G, 090G, 0G;
A(a)ﬁ Jy +az>+“<ax oyt 8z)
=AdivF + udivG.

div(AF 4+ uG) =

i) div(fF) = Vf-F+ fdivF, para todo f campo escalar.

dfF, JfF, OfF;
dx + dy * dz

P oF, 9 oF 9 IF
—fF1+f—l+—sz+f—2+—fF3+f—3

div(fF) =

ox dy 07
af af af aFl )23 8F3
a—FlJra Fz+a—F3 fa fay fa

:Vf-F—i—fleF.
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iii) div(F x G) = rotF -G — rotG - F.

div (F x G) =div (G5 — G2 F3, ;G| — F1G3,FiG, — G| )
_IRGs  JGF; N IFG  IGsF N IFG, JG\F
- dx dx dy dy dz dz

_02 520 <F388G2 . G288F3>
+Gi aaF +F3aaGl (GgaaFl F aa(;3>

(o o an_aﬂ>_G
dy dz’ ' dz odx’dx dy
_<8G3_8G2 JdG1  JG; 8G2_8G1>.F
dy dz = 0z dx ' odx dy
=rotF -G —rotG - F.

iv) divrotF =0.

div ot F =div <‘9F3_8F2 e _ el ‘m_aFl>
dy dz’dz dx’dx dy
R R I AR & N J’F,  9’F
dxdy dxdz dydz dydx Jdzdx dzdy
=0.

Donde en la ultirna 1gua1dad hemos usado el Teorema de Schwartz para F € €.

v) Af —d1VVf— 57 +‘9 f+ 82,paratodofcampo escalar €.

dy?
— divef —div (2 9F 9f
Af :=divVf =div <8x’ Iy’ 8z>

_0%f 9*f  9%f
T ox? TP dy? Tz 072"
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Teorema de Gauss

— Gauss o Divergencia. Sea V C R? un abierto acotado y F:V —R?un
campo vectorial €’ (V). Sea la superficie cerrada S = dV (frontera del abierto V'), suave (a trozos)
y orientada por el vector normal exterior. Entonces,

/[gﬁds:///vdivﬁd(x,y,z)_

El Teorema de Gauss relaciona una integral de flujo en una superficie cerrada
(no tiene borde) con una integral triple del interior de la superficie.
Para su demostracién enunciamos previamente una version de la regla de Barrow:
Sea f : [a,b] — R una funcién con derivada continua en [a,b], entonces

[ 7 @ax= )~ (@)

Demostracion. Teorema de Gauss

Demostrar el Teorema de Gauss para un paralelepipedo rectangular probaré de hecho el resultado
para cualquier superficie, debido a la naturaleza de las sumas de Riemann de la integral triple.

Asi pues, sea V un paralelepipedo rectangular, esto es

V:{(x,y7z)ER3 X <x<xpyr<y<yynz <z<z}

y por tanto, dV := S = ng 1Sk, siendo Sy las seis caras del paralelepipedo con orientacion el
vector normal exterior con la siguiente parametrizacion:
» Cara delantera Sy : ®(y,z) = (x2,%,2); ¥ € [y1,)2]; 2 € [21,22] con vector normal exterior

i (y,z) = (1,0,0).

» Caratrasera S : ®,(y,2) = (x1,5,2); ¥ € [y1,¥2]; 2 € [21,22] con vector normal exterior i, (y, z) =
(—1,0,0).

» Cara lateral izquierda S3 : ®3(x,2) = (x,y1,2); x € [x1,X2]; z € [21,22] con vector normal exte-
rior 7i3(x,z) = (0,—1,0).

» Cara lateral derecha Sy : @4 (x,2) = (x,y2,2); X € [x1,X2]; z € [21,22] con vector normal exterior
7ia(x,z) = (0,1,0).

» Cara tapa inferior Ss : ®s(x,y) = (x,¥,21); X € [x1,X2]; y € [y1,y2] con vector normal exterior
’_’iS('xay) = (0707_1)

= Cara tapa superior Sg : (x,y) = (x,y,22); x € [x1,x2]; ¥ € [y1,y2] con vector normal exterior
ﬁ6(xay) = (0707 1)
Por otro lado, definimos el campo vectorial como:
F(x,3.2) = (Fi(x,3,2), B(x,5,2), F5(x,,2))-

De esta forma, calculamos primeramente la integral de superficie

6
Fds= / Fds.
[[Fa=X]],
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» [fs Fds+ [ [g Fds

}7
—/ / F(x2,y,2)(1,0,0) dzdy—i—/ / F(x1,y,2)(—1,0,0)dzdy
Y1 Y Z=121 Yy=y1 J7I=21

2 22
= / Fi(x2,y,z)dzdy — / Fl(xl,y, z)dzdy
y

=Y1 Y= Y1 J2=21

2 22
=/ / (Fi(x2,5,2) — Fi(x1,y,2)) dzdy
y=n Jz=z
y por la Proposicién (3.2.3)

IF( dF|(
/ / lxy7 dddy /// lxya ,y,Z)-
Y=y1 J2=21 JX=X]

] ffs3ﬁds+ffS4Fds

o
= F(x,y1,2)(0,—1,0)dzdx+ F(x,yz,z)(O,l,O)dzdx
X=X] J =71 X=X] JI=71
X2 22
= —/ F(x,y1, z)dzdx+/ Fz(x,yz,z)dzdx
X=X] JZ=21 X=X] JYZI=21

X2 22
:/ / (F2(x,y2,2) — Fa(x,y1,2)) dzdx
X=X1 JI=21
y por la Proposicién (3.2.3)

_/ / /yz 8szy7 ddzdx_///anxy, d(x3.2)
X=X1 Y ZI=21 YY=)1 <

» [ [, Fds+ [ [s Fds

R R
—/ / F(x,9,21)(0,0,—1)dydx + / F(x,y,22)(0,0,1)dydx
X=X] y

X=X =)1

X2 V2
= —/ F3(x,y,21 dydx+/ F3 X,y,22) dydx

X=X JY=)1 X=X1 JY=)1

—/ / (F3(x,y,22) — F3(x,y,21)) dydx
X=X1 JY=Y1

y por la Proposicion (3.2.3)

w o aF aF
A e
X=x1 Jy=y1 /=1

De esta forma, obtenemos

//Sﬁds:///v<8F1(;;Cy,z)+3Fz(;):y,z)+8F3(;Z,y,z)> d(xn2)
:///VdiVFd(x,y,z). .
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El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema de Gauss,

Corolario 3.2.4 Sea V C R? un abierto acotado del espacio y F : V — R? un campo vectorial
4 l(V) tal que divF = 1. Sea la superficie cerrada § = dV (frontera del volumen V), suave (a
trozos) y orientada por el vector normal exterior. Entonces,

Volumen (V) = //F“ds.
s

Usa el corolario anterior para calcular el volumen de una bola de radio R y un cono
de radio Ry altura h.

Comprueba el Teorema de Gauss en los siguientes casos:
1. F = (x,y,z—2) y el abierto V dado por la interseccién

(P +y*+(z—2)2 <16} N{2 <z < 6}.

(Sol. 128m).
2. F = (4x,—2y,7) y el volumen comprendido entre el paraboloide z = x> 4+ y? y el plano
z=4. (Sol. 24r).

Obsérvese que el Teorema de Gauss nos permite calcular de forma mds sencilla integrales de
superficie cerradas que en un principio pueden parecer bastante complicadas de realizar. Para ello
véase el siguiente ejercicio:

Usando el Teorema de Gauss, calcula las siguientes integrales de flujo [J, SF“ ds:

1. F=(xy,y*+ &7 sin(xy)) siendo S la superficie cerrada compuesta por el cilindro para-
bélico z=1—x? y los planos z = 0; y = 0; y +z = 2. Considerando en S el vector normal
exterior. (Sol. 184/35).

2. F = (2x?,3x+y,5z) siendo S la superficie cerrada delimitada por la esfera centrada en el
origen y de radio 1, y los planos z = 0; x = 0; y = x, en el primer octante. Considerando en
S el vector normal exterior. (Sol. g (6 — V2)).

3. F = (xz+cos(y),yz+ cos(z),xy+ cos(x)) siendo S la superficie cerrada de interseccién la
esfera x* 4y +z2 = 1 y el cono x*> +y? = 7% (z > 0). (Sol. 37/4).

— Ley de Gauss. Sea V C R? un abierto acotado de R tal que (0,0,0) ¢ JV,
siendo dV una superficie suave, simple y orientada por el vector normal exterior. Sea el campo

vectorial definido por
- r

F(r):W, r=(x,y,2).

Entonces,

= | 0,1 (0,0,0) ¢ V,
/ ades_ { 4r, si (0,0,0) € V.
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Demostracion.

= Si(0,0,0) ¢ V: Eneste caso F' € €' (V). Asi pues, estamos en las hipétesis del Teorema de
Gauss y obtenemos:

/ avﬁdsz///vdi"ﬁd(x’y’z):///VOCI(X,y,Z)ZO,

donde se ha usado que

(x,,2)
(x2+y2+72)3

0w N o s
o\ +2)3 ) Iy \ V(2 +22)?

2 :
9z \ /(2 +y2+22)3

=24y 47 ¥ =22+ 7 X2 4+y? =27
VEZ+Hy2+22)5 02y +2)5 (2 Y+ 2)S
=0.

div F =div

= Si (0,0,0) € V: En este caso no podemos usar el Teorema de Gauss ya que F no es continua
en el origen. Consideramos entonces B.(0,0,0) la bola de centro el (0,0,0) con radio €
suficientemente pequefio para asegurar que B¢(0,0,0) C V. Sea,

W =V \ B¢(0,0,0).

Observamos que la superficie dW orientada por el vector normal exterior es dW = 9V U
dB¢(0,0,0), siendo dV orientado por el vector normal exterior y dB,(0,0,0) orientado por el
vector normal interior. Ademas, como

// ﬁds:// ﬁds—l—// Fds
ow ov 9B:(0,0,0)

y (0,0,0) ¢ W, se tiene que (por el primer caso) [ [,y F ds = 0. Por tanto,

/ Fds=— // F ds.
oV 9B¢(0,0,0)
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Calculamos la segunda integral de superficie:
» . T 21
—// Fds= —/ / F(®(u,v)) - i (u,v)dvdu
dB:(0,0,0) u=0Jv=0

B /ﬂ/h esinucosv €sinusiny €cosu
o Jo (Ved)3 ' (Ver)3 T (VeRy

2 2

(—&?sin® ucosv, —&*sin’ usinv, —e* cosusinu) dvdu

3

(sin® ucos? v + sin’ usin® v + cos? usin u) dvdu

(sin® u + cos® usinu) dvdu

T 27
= / sinudvdu
0

Por tanto,

//'ﬁh:—// Fds=4r.
P1Y% 9B¢(0,0,0)

Usando la Ley de Gauss demuestra que, si Eesel campo eléctrico creado por una
carga Q, entonces el flujo creado por dicha carga es

0, si (0,0,0) &V,

// Eds = 0
ci = 5i(0,0,0) €V,
&

siendo & la constante de permitividad del vacio.
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3.3 Ejercicios resueltos
3.3.1 Comprobar el Teorema de Gauss

Ejercicio 3.6 Verifica el Teorema de la Divergencia para F (x,y,z) = (x,y,z) en una bola de radio
¢y de centro (1,2,1). ]

Solucién:
Nos encontrarfamos con el siguiente caso:

Figura 3.3.1: Ejercicio 3.6

/fgﬁds:///‘/diVﬁd(X,y,z).

Donde V es la bola, S la frontera de 1a bola, es decir la esfera, y 7iy es el vector normal exterior a
la frontera de V.
La esfera, S, vendria parametrizada por

¢(6,u) = (ccos(0)sin(u)+1,csin(0)sin(u) +2,ccos(u)+ 1), con (0,u) € [0,27] x [0, 7].
Para calcular el vector normal a esta superficie obtenemos primeros los vectores tangentes:
$o = (—csin(0)sin (u),ccos (0)sin(u),0).
¢, = (ccos(0)cos (u),csin(0)cos (u), —csin (u)).

Asi, el vector exterior normal sera
fig = Qu % Pp = c*(cos (0)sin? (u),sin (0)sin® (u),sin () cos (u)).

Ademis, como F(¢) = (ccos (8)sin (u) 4 1,csin (0) sin () +2,ccos (u) 4 1), tenemos que

//Fds = /27t /n (c? sin (u) + ¢* sin (u)[sin(u)(cos () +2sin (8)) + cos (u)]) dud® = 4z’
s Jo Jo B '

Por otro lado, tenemos que

///Vdivﬁd(x,y,Z) = 3///‘/ 1d(x,y,z) = 3Volumen(V) =3 (gﬂg) — A,

Como consecuencia, se verifica el Teorema de la Divergencia.
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Ejercicio 3.7 Considera V como la parte de la bola x> 4 y? 4 z?> < a® que se encuentra acotada
por el primer octante. Para F(x,y,z) = (x,y,0) comprueba el Teorema de la Divergencia. n

Solucién:
Tenemos el siguiente volumen:

Figura 3.3.2: Ejercicio 3.7

Segtin el Teorema de la Divergencia tenemos que

///‘/divﬁd(x,y,z):/[gﬁds.

Donde V es el sélido encerrado por una porcién de la esfera S : x> +y> 4+ z> = a® y los planos
S2:2=0;83:x=0y S4:y=0. Por un lado,

//Fdsz// F"ds+// Fds+// ﬁds+/ F ds.
S S1 S» S3 S4

1. Sy x> +y?+22=ad°
La parte de la esfera vendra parametrizada por

91(0,u) = (acos(0)sin (u),asin(0)sin (u),acos (u))

con (6,u) € Dy, donde Dy := {(0,u) € R?>: 0 € [0,Z]; uc [0,%]}. Teniendo que F(¢;) =
(acos(0)sin(u),asin(6)sin(u),0) y el vector normal exterior,

fig, = @1u X @19 = a*(cos (0)sin? (u),sin (8) sin® (u),sin (u) cos (u)),

la integral quedarfa como

T T 3
/ F"ds:/2 /2a3sin3 (u)dOdu = *L.
S o Jo 3
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2. 85:z2=0
En la interseccion entre el plano z = 0 y la esfera x> 4y 4z = a?, nos encontrarfamos con un
cuarto de circulo parametrizado por ¢ (x,y) = (x,y,0) con (x,y) € D,, donde D, := {(x,y) €
R?:x>0; y>0; x> +y> < a’}. Ademds, F (¢2) = (x,y,0) y el vector normal exterior serd
iig, = (0,0,—1), por lo tanto, tenemos que

/ Fds=0.
A
3. 83:x=0

La interseccién entre el plano x = 0 y la esfera x> 4+ y? + z> = a® esta parametrizada por
03(y,z) = (0,y,z) con (y,z) € D3, donde D3 := {(y,z) € R? :y > 0; z > 0; y* + 7> < a?}.
También se tiene que F (¢3) = (0,y,0) y el vector normal exterior es 7y, = (—1,0,0), por lo

tanto, tenemos que
// Fds=0.
S3
4. S4:y=0
2 2

En la interseccién entre el plano y = 0 y la esfera x> +y* +z2 = @, nos ocurriria lo mismo,
04(x,z) = (x,0,2) con (x,z) € D4, donde Dy := {(y,2) € R? : x > 0; z > 0; x> + * < d*},
F(¢4) = (x,0,0) y el normal 7ig, = (0,—1,0), asi,

/ Fds=0.
S4

2

Finalmente,

3
//Fds:// Fds+// ﬁds+// ﬁds+// Fds= "%
N S] Sz S3 S4 3

Por otro lado, podemos calcular la integral triple de divF = 2 con coordenadas esféricas,
x=pcos(0)sin(u), y = psin(0)sin(u), z=pcos(u),donde p € [0,a),uc[0,5),6<0,%),

a z . 3
///divﬁd(x,y,z):/ /2/22p2sm(u)dudedp:”i.
v o Jo Jo 3

De forma que se verifica el Teorema de la Divergencia.
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Ejercicio 3.8 Comprueba el Teorema de la Divergencia para F(x,y,z) = (4x,—2y,z) en un
volumen V, comprendido entre un paraboloide z = x> +y? con z € [0,4] y su "tapa" superior, el
circulo en z = 4. u

Solucién:
Estarfamos ante la siguiente situacion:

Figura 3.3.3: Ejercicio 3.8

Tenemos que verificar que

///Vdivﬁd(x,y,z)://sﬁds.

Donde V es el sélido encerrado por el circulo S; y el paraboloide S;. Calculemos
//ﬁ'ds://ﬁds—l—/ Fds
S Si AY)
1. S

El circulo vendrd dado por la parametrizacion ¢;(x,y) = (x,y,4) con (x,y) € D;, donde
Dy = {(x,y) € R?: x> +y*> <4}. Ademds, F(¢;) = (4x, —2y,4) y el vector normal exterior
serd iy, = (0,0,1), por tanto, usando coordenadas polares tenemos que

/ Fds:/ 4d(x,y) = / /4pdpd6—167r
M D,
2.5

El paraboloide esta parametrizado por ¢ (x,y) = (x,y,x*> +y?) con (x,y) € D,, donde D; :=
{(x,y) € R? : x2 +y?> < 4}. Como F(¢) = (4x,—2y,x> +y?) y el vector normal exterior es
itg, = (2x,2y,—1), por tanto, usando coordenadas polares tenemos que

2n
/ Fds_// —5y?)d(x,) / / (7p*cos> 8 — 5psin”0)p dpd — 8.
S> D
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//F"ds:// ﬁds+/ Fds=24r.
S S1 S

Por otro lado, calculemos
/// divF d(x,y,z).
v

En este caso divF = 3, entonces sustituyendo x = pcos(6) y y = psin(8) para p € [0,2),
0 € (0,27),

- 4 2 f2m 4
///dide(x,y,z) = // / 3dzd(x,y) = 3/ / / pdzd6dp = 24rm.
v Dy Jx2+y? o Jo Jp2

Por tanto, se verifica el Teorema de la Divergencia.

Asi, tenemos que

Ejercicio 3.9 SeaV la region solida comprendida entre el plano XY y el paraboloide (x — 1)% +
(y42)?+z=c, con ¢ > 0. Comprueba el Teorema de la Divergencia para F(x,y,z) = (—z,x,3y).

Solucién:
El sélido V se puede esbozar como la siguiente imagen:

s,

Figura 3.3.4: Ejercicio 3.9

Se debe cumplir que

///‘/divﬁd(x,y,z)zjfgﬁds.

Donde V es el sélido encerrado por el la circulo S; y el paraboloide S,. Por un lado,

//f‘ds:// ﬁds-l—/ Fds
S M S>
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1. S
El circulo, que formaria la base del paraboloide en el plano XY, vendrd dado por ¢ (x,y) =
(x,,0) con (x,y) € Dy, donde Dy := {(x,y) € R?: (x— 1)+ (y+2)? < ¢}. Siendo F(¢;) =
(0,x,3y) y el vector normal exterior 7iy, = (0,0,—1), por tanto, usando las coordenadas
x=pcos(B)+1,y=psin(6)—2 tenemos que

. 2w py/c
/1 Fds::/:/ —Sdeny)zi/ ,/ _3p(psin(8) —2)dpdd = 6mc.
S D, 0 0

2.5
El paraboloide serd parametrizado por ¢ (x,y) = (x,y,c — (x — 1)?> — (y+2)?) con (x,y) € D,
donde Dy := {(x,y) € R?: (x—1)2+ (y+2)2 < c}. Ademds, F(¢) = ((x—1)>+ (y+2)> —
¢,x,3y) y el vector normal exterior serd 7iy, = (2(x —1),2(y+2),1), ahora, considerando
x=pcos(B)+1,y=psin(6)—2, tenemos que

. 2n o/
/ Fds:/ / (2pc039(p2—c)+2psin9(pcos€+l)+3psin9—6)pdpd9:—67rc.
S5 0o Jo

//ﬁm://ﬁw+/ Fds=0r.
S Sl SZ

Por otro lado, como divF = 0,

///Vdivﬁd(x,y,z)zo.

De forma que se verifica el Teorema de la Divergencia.

Asi, tenemos que
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3.3.2 Integral de superficie. Teorema de Gauss
Ejercicio 3.10 Considera el volumen V comprendido entre el cilindro x*> +z> = 4 y los planos
z=0;x=0; y=—1y y=1, considera también F(x,y,z) = (2xz,3x? + 3z%y,4xy?). Usa el
Teorema de la Divergencia para calcular la integral de la superficie S = dV para el campo F. =

Solucion:
Nos encontramos ante el caso:

Figura 3.3.5: Ejercicio 3.10

Gracias al Teorema de la Divergencia sabemos que

//gﬁds=///‘/divﬁd(x,y7z)_

Por un lado, divF = 2z+ 37> y V se puede describir como (p cos (8),y, psin(8)) con p € (0,2),
6 € (0,%).y€ (—1,1). Por tanto,

[ ] jafana= [ [ feseaatn -

A 32
—-1J0 JO
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Ejercicio 3.11 Considera el volumen V formado por el plano —x+ 2y + z = 3, en el segundo
octante, considera también F (x,y,z) = (In(y> + 1) +x?,zy,4z). Usa el Teorema de la Divergencia
para calcular la integral de la superficie S = dV para el campo F'. "

Solucién:
El volumen descrito seria el siguiente:

Figura 3.3.6: Ejercicio 3.11

Por el Teorema de la Divergencia tenemos que

//Sﬁds:///vdivﬁd(xy,z)‘

Donde divF = 2x+z+ 4. Si observamos las caras del volumen podemos conocer el valor de sus
coordenadas x,y, z.
Para saber entre que valores se mueve la coordenada x podemos observar el plano XZ.

Figura 3.3.7: Proyeccién XZ. Ejercicio 3.11

Asf, x € (=3,0), z € (0,3 +x). Por otro lado, y € (0, *=5*), por tanto,

S 0 (3+x 355 117
///divF:/ / / (2x+2+4) dydzdx — —.
v -3.J0 0 16
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Ejercicio 3.12 Considera el s6lido V encerrado por el paraboloide z = x> +2y? y los planos z = 2
y z = 4. Calcula la integral de superficie del borde del s6lido para F(x,y,z) = (¢¥,2x+y,x°). =

Solucién:
El sélido podria ser esbozado como:

Figura 3.3.8: Ejercicio 3.12

Podemos usar el Teorema de la Divergencia para obtener la integral de superficie:

///‘/divﬁd(x,y,z)z/[gﬁds.

Por un lado, divF = 1,y z € (2,4). Nos falta ver dénde se mueven las coordenadas x, y. Si
proyectamos sobre el plano XY, se encontrardn dentro de la elipse que se obtiene a partir del
paraboloide z = x4 2y2, es decir, en

e foes (375 ()}

Figura 3.3.9: Proyeccién XY. Ejercicio 3.12
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Por tanto, podemos expresar la integral triple como

///Vdivﬁd(x,y,z)Z///Vld(x,y,z):/24/02n/0m\f2pdpd9dz:3\f2n,

Donde en el tltimo paso hemos usado las coordenadas elipticas x = v/2p cos (6), y = psin ().

Teniendo finalmente que
/ / Fds=3V2m.
s

Usa el Teorema de la Divergencia para calcular la integral doble de la superficie
( )z b2 2= para F (x,y,z) = (263 +222,3y%, X2 + 23).
V2

(%)

dada por la frontera del elipsoide

Solucién:
Gracias al Teorema de la Divergencia tenemos que

///Vdivﬁd(x,y,z)Z//Sﬁds.

Por lo tanto, podemos calcular
/// divF d(x,y,z)
14

Se tiene que d ivF = 6x% 4 9y% + 322, Por lo que la integral, mediante el cambio de coordenadas,
x= %p cos (0)sin (u), y = %p sin(0)sin (u), z = p cos (u), quedaria

///Vdivﬁd(x,y,z)_

\@3\5/01 /027r /On(p4 sin® (u) + p* cos? (u) sin (u)) dud0dp =

2671
o

Sea F tal que rotF cumple el Teorema de la Divergencia, y V el s6lido encerrado
por el cono 2x? +2y? = 72, y el plano z = y + 1. Obtén la relacion entre las integral de superficie
del cono y del plano, para rotF, usando el Teorema de la Divergencia.

Solucién:
Una F = (F}, F», F3) cuyo rotacional cumpla el Teorema de la Divergencia, nos aseguraria que

///dlv (rotF)d(x,y,z) //roths

Donde V es el s6lido encerrado por el plano z =y+1 y la parte del cono desde z = 0 hasta
z=y+1, siendo S la superficie unién de ambas, entonces

///dlv (rotF)d(x,y,z) // r0ths+// rotFds.
SCono SPlano
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Por otro lado,
. - oF; J0F 0Ff 0F; dF, OF B
le(rOt(F)) le(a—y—a—Z,a—Z—g,W—a—’y) =
B PR N ’R H N *R IR
dxdy 0xdz dydz dydx dzdx dzdy’

como F € %Z(V), por el Teorema de Schwartz, la divergencia del rotacional sera 0. Por lo tanto,
// rotFds = —// rotFds.
SCono SPlano

Ejercicio 3.15 Considera V el volumen acotado por los planos 2x+ 3z = 8; z = 0 y el cilindro
x> +y? =5, calcula la integral de superficie del borde de V' para F (x,y,z) = (€%, xy+2z,3 cosy—z).

Solucién:
Nos encontrariamos con la siguiente figura:

2¢ + 32 =28

Figura 3.3.10: Ejercicio 3.15

Podemos usar el Teorema de la Divergencia teniendo que

///divﬁd(x,y,z)://ﬁds.

En este caso divF = x — 1. La coordenada z se encontrard entre 0 y =2 Para averiguar entre
qué valores se encuentran las coordenadas (x,y), consideremos D la proyecmon en el plano XY del
volumen. Esta serfa D := {(x,y) € R?: x> +y* < 5}, por tanto,

///Vdi"ﬁd(xa)%z)Z//D/ngx(x—l)dzd(x,y).

Usando coordenadas polares tenemos que

8— 2p cos (

/// x—1)dzd(x,y) = /27:/ / pcos((—))—l)pdzdpd@:_Tﬁyr,

Por lo tanto, gracias al teorema de la Divergencia tenemos que

L 35
Fds— —2r.
//S S=
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Ejercicio 3.16 Sea F(x,y,z) = (x°,y*,2z) calcula la integral de flujo de la superficie del borde
del sélido V dado por la figura comprendida entre el cilindro x*> +y?> = 2, y los planos z = 0,
r+z=4. [
2

Solucién:
Un esbozo de la figura serfa:

Figura 3.3.11: Ejercicio 3.16

Para realizar el ejercicio usaremos el Teorema de la Divergencia

///Vdivﬁd(x,y,z)://sﬁds.

Como divF = 3x*+3y> +2,

///Vdi‘}ﬁd(x’y’z)://D/:_g(3x2+3y2+2)dzd(x,y).

Donde D := {(x,y) € R? : x? +-y* < 2}, entonces, usando coordenadas polares, x = p cos (8),

y=psin(0), s
divFd(x,y,z) = T(3x2 432 +2) dzd (x,)
/1), /1

\/i o 47psin6

2( ) )
(3p2+2)pdzddp = 407
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Ejercicio 3.17 Calcula la integral de S, una superficie cerrada que es el borde de la regién
limitada por el interior de la esfera x> +y*> 4z = a?, con a > 3 en el octante que cumple que
x>0,y<0,z<0,entre los planos x = 0y y = —3x, para F (x,y,z) = (x +yz,sin (z)x>,¢*). =

Solucién:
Un esbozo del problema serfa el siguiente:

y=—3z

Figura 3.3.12: Ejercicio 3.17

Usamos el teorema de la Divergencia con V la regién del enunciado encerrada por S,

///Vdivﬁd(x,y,z)z/v[gﬁds.

Como V es una parte de la bola abierta de radio a, usaremos coordenadas esféricas x =
pcos(0)sin(u), y = psin(0)sin(u), z = p cos(u).
Estd claro que p € [0,a), por otro lado, al trabajar solo con la parte negativa de z, u € (5, 7).

Para ver qué ocurre con la tltima coordenada 6, consideramos la proyeccion en el plano XY de la

figura. Asi, la recta y = —3x y la proyeccién de la esfera, x> +y*> = a2, intersecan en (x/LTo’ —3%) .

Figura 3.3.13: Proyeccién XY . Ejercicio 3.17
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Por tanto, 6 empieza en 37” y acaba en un dngulo d desconocido, donde ocurre la interseccién de
la circunferencia y la recta y = —3x.
Considerando la parametrizacion de la circunferencia de radio a, y(t) = (acos(t),asin(z)), para
‘ _ : N I _ -3 . 3
el dngulo t = d se tiene que cos (d) = i sin(d) = Tig: At 6 c (3F.d).
Podemos ya calcular el resultado

///Vdivﬁd(x,y,z):///Vld(x,y,z)z
/Oa /; /;pzsin(u)dudedp _ (d— 3;) “3—3

Donde hemos realizado el cambio a coordenadas esféricas.

Ejercicio 3.18 Considera F(x,y,z) = (2x,y,4x2) y el volumen V dado por la regién interior del
paraboloide (;—‘)2 + (%)2 = £, cerrado por el elipsoide (ﬁ)z + (,y—,)2 + (f)2 = 1. Usa el Teorema

de la Divergencia para calcular la integral doble de F en la superficie del borde de V. n

Solucion:
Estamos ante el siguiente volumen V':

Figura 3.3.14: Ejercicio 3.18

Usando el Teorema de la Divergencia tenemos que

///Vdivi’d(x,y,z)z//sﬁ‘ds.

Esta claro que div F' = 3, ahora veamos donde se mueven las coordenadas para calcular la integral
triple.
Veamos primero donde se mueven x, y.
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La interseccion de las dos figuras

— Z
c?
2
+() =
sedaenz= <=LV H‘[) , por lo que si proyectamos en el plano XY, tendremos que x, y se encuentran

en la elipse D := {(£)2+ (5) < _1%[}

a

copboocodbooodoo

Figura 3.3.15: Proyeccién XY . Ejercicio 3.18

Por otro lado, z se encontraria entre el paraboloide y el elipsoide, por lo que si despejamos z,

(endremos que £ € <c((;)2+ (1) ,\/cz (1-(2)*- (;)2)> |

Podemos ahora calcular la integral triple,

//Sﬁds:///vdivﬁd(x,y, /// o) -G 2)3dzd(x7y).

Haciendo ahora el cambio de coordenadas x = ap cos (60), y = bp sin(0), tenemos que

V 1+\f

17 ’;‘ - [— ) 2n
/// D) 3dzd(x,y) = / / / 3abpdzdpd9
() +()

B 1 (3-V5)2 3-45
67tabc<3— 6v3 i )
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Ejercicio 3.19 Sea F(x,y,z) = (—3x2+y,z% 4+, e’ + 6xz), considera el volumen cerrado V del
interior del cono x> 4 %2 = (%)2 limitado por el elipsoide x* + (%)2 t (%) = 1. Calculala integral
de la superficie cerrada S (frontera de V) sobre el campo vectorial F'. "

Solucion:
Nos encontramos ante la siguiente situacion:

Figura 3.3.16: Ejercicio 3.19

Gracias al Teorema de la Divergencia tenemos que

///Vdivﬁd(x,y,z)://sﬁds.

Esta claro que d ivF = 1, ahora veamos dénde se mueven las coordenadas para calcular la integral
triple. Como es simétrico calculemos el volumen de la mitad superior de V, Vi, teniendo que

///Vld(x,y,z):2///‘/11d(x,y,z).

Por un lado, fijémonos dénde se mueven las coordenadas x,y. Consideremos la interseccién
2 2 . 2 2 -
entre el conoxz—i—yz = (%) yel ehps01dex2+(%) +(§) =1.Estasedaenz= \%,por lo que,

. 2
tendremos que x,y se encuentran en la elipse D := {x2 + (%) < %} .

T

Figura 3.3.17: Proyeccién XY . Ejercicio 3.19
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En cuanto a z, esta se encontraria entre el cono y el elipsoide, por lo que si despejamos z,

tendremos que 7 € (3\/x2+ (%)2,3\/1 — (x2+ (%)2>) .

La integral triple seria,

/Lﬁds=///‘/divﬁd(x,y71):///Vld(x,y,z):z// Vlld(x’y’z):

///V% ldzd(x,y).

Si usamos las coordenadas x = p cos(0), y = 2psin (6), tenemos que

x2+y 21
2///F2 1dzd(x,y) 2/ / / P o dadpdd = 4(2— V).
x+%

Ejercicio 3.20 Sea F (x,y,2) = (3x,5¢€%, xy), calcula la integral de flujo de la superficie del borde
del sélido V dado por la regién interior encerrada entre x> +y? = 22 y (z —2)* = 9(x* +?)
cuandoz >0y z <2. "

Solucién:
El volumen podria ser esbozado como la siguiente imagen.

Figura 3.3.18: Ejercicio 3.20

Para esto, usaremos el Teorema de la Divergencia

///Vdivﬁd(x,y,z)://sﬁds.

Como divF = 3, calculemos la integral triple [ [ [, divF d(x,y,z).
Para obtener esta integral triple, necesitamos conocer donde se mueven las coordenadas x, y, z.
Veamos primero dénde se mueve x, y.
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Consideremos la interseccion de los dos conos,

2=y,
(2-2) =90 +2).

Esta se da cuando z = %, a esa altura, si proyectamos sobre el plano XY obtendremos que x, y se
) 2
encuentran el circulo D := {(x, y) ER?: x4y < (%) } .

Figura 3.3.19: Proyeccién XY . Ejercicio 3.20

Por otro lado, veamos donde se mueve la coordenada z. Si despejamos z de las ecuaciones de los
conos quedard z = ++/x? +y2 y z=2+3/x2 +y%. Como z > 0, y z < 2, entonces la coordenada z
se deberia mover entre \/x2 +y2 y 2 —34/x2 +y2.

Por tanto, la integral triple queda como

o 2-34/x24y? 2 4 p—3p42 T
divEd(x.y, =// 3dzd(x, =/ // 3pdzdpd = =
///V (x,3,2) ) e zd(x,y) o b ), pdzdp 5
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Ejercicio 3.21 Considera ahora la esfera x* +y? 4z = 9 y el paraboloide x> 4 y> = z. Considera
el volumen V dado por la region interior de la esfera que se encuentra fuera del paraboloide.
Obtén la integral de la superficie cerrada S, frontera de V mediante el uso del Teorema de la
Divergencia para F (x,y,z) = (x+%,22 +x,¢"). .

Solucién:
Estariamos ante la siguiente figura:

Figura 3.3.20: Ejercicio 3.21

Gracias al Teorema de la Divergencia tenemos que

///‘/divﬁd(x,y,z)z/[gﬁds.

Calculemos entonces la integral triple, separando la mitad inferior V; (z < 0), de la mitad superior
V2 (z > 0) tal que

///divﬁd(x,y,z):// divﬁd(x,y,z)—i—/// divF d(x,y,z)
14 Vi V2
1. V1.

Para la mitad inferior, usando coordenadas esféricas, x = p cos () sin (u), y = p sin(0) sin (u),
z = pcos(u), podemos obtener directamente esta parte.

// dvadxy, // 1d(x,y,2)
V1 Vl
27
/ / / p?sin (u) dudpd® = 187.
o Jo Jz
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2. V.
Si proyectamos la figura sobre el plano XZ, obtenemos la interseccion entre la esfera y el
paraboloide en el plano y = 0, es decir, entre x> +z> =9y x> = z.

Figura 3.3.21: Proyeccién XZ de V,. Ejercicio 3.21

Se intersecan en

T —14++37 —1+V37
e 2 ’ 2 ’

Podemos separar el volumen en dos, V> 1 la region interior encerrada por el plano z = 0, el

paraboloide x> +y? = z y el cilindro x> +y* = 1+\F y una segunda region, V, >, la acotada
por el plano z =0, el cilindro y la esfera del enun01ado teniendo que

// divF d(x,y,z) // divFd(x,y,z +// divFd(x,y,z).
Va Vo Voo

Figura 3.3.22: Divisién de V. Ejercicio 3.21
a) V2’1 .

Podemos usar coordenadas polares, teniendo en cuenta que para este volumen z €
[0,x% +y?), tenemos que

// dvadxy, // 1d(x,y,2)
V21 V21

/2”/ / pdzdpd6 — (19;\/3_7).
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b) Voo
Para calcular esta integral triple, veamos donde se encuentran las coordenadas. Por un
lado, z irfa desde 0 hasta \/9 —x% — y2 y si proyectamos el volumen en el plano XY, nos
encontrarfamos que x,y pertenecen a la corona circular

—14++/37
2

D::{(x,y)eRz: §x2-|—y2<9}.

Figura 3.3.23: Proyeccién XY de V; ». Ejercicio 3.21

Asi, usando coordenadas polares para la integral doble de D, tendremos la integral triple
de V> » expresada como

// V2Y2divﬁd(x,yyz)=//D/Omldzd(x,y)=

2 3 /9—p2 _ /273
/ / / pdzdpdezw,
o /A J 32

- _ m(19-V37) | m(19-+/37)3
// Vzdlde(x,y,z)— 1 + 373 .

Como conclusién llegamos a que

//sﬁdsz///vdivﬁd(x,y,Z)= ”(19;\/% +n(193_\/\§/ﬁ)% +187.

Entonces
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Ejercicio 3.22 Considera el elipsoide (%)2 +y* + (%)2 =4y el plano z = 2. Considera el
volumen V dado por la figura en el interior del elipsoide y por debajo del plano. Calcula la
integral de la superficie cerrada S, frontera de V mediante el uso del Teorema de la Divergencia
con F(x,y,z) = (x+z+y,0,2y). .

Solucién:
Estariamos ante la siguiente figura.

Figura 3.3.24: Ejercicio 3.22

Por el Teorema de la Divergencia tenemos que

///‘/divﬁd(x,y,z):/[gﬁds.

Calculemos la integral triple mediante las coordenadas asociadas al elipsoide, siendo x =
2pcos(0)sin(u), y = psin(0)sin(u), z=2p cos(u). Estd claro que 6 € [0,27), veamos la inter-
seccion para saber donde se encuentran p y u. Consideremos la proyeccion en el plano XZ, y
obtengamos la interseccion del plano z = 2 y del elipsoide en XZ, es decir ()—2“)2 + (%)2 =4.

Figura 3.3.25: Proyeccién XZ. Ejercicio 3.22

Los puntos de interseccién serdn x = +2+/3, z = 2.
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Considerando las coordenadas polares asociadas a esta proyeccion, x = 4sin (u), z = 4cos (u),
obtenemos el dngulo de u para el cual se da la interseccidn, es decir, un dngulo d tal que sind = @,
cosd = 3. Por tanto, d = /3.

Se tiene entonces que cuando u se encuentra en [7/3, 7|, p se encontrard en [0,2). Y si u €
[0,7/3], entonces p se encontrard entre 0 y el plano z = 2, que en términos de las coordenadas

asociadas al elipsoide, este plano se da si p = m, es decirp € [0 %) Por tanto,

7 cos
— 2n ﬂ'./3 cosl(u)
/ / / divFd(x,y,z) = / / / ld(x,y,z) = / / / 4p?sin (u)dpdud®
\% \% 0 0 0

2T T 2
+ / / / 4p?sin (u)dpdud® = 4x + 321 = 367.
0 Jr/3J0

Ejercicio 3.23 Considera una esfera centrada en (1,0,0) de radio 2, el plano z = 1 y el campo
vectorial F(x,y,z) = (x—1,y,0). Usa el Teorema de la Divergencia para calcular la integral triple
de divF en el volumen V dado por la parte de la esfera por debajo del plano. "

Solucién:
El volumen V se puede representar con la siguiente imagen:

Figura 3.3.26: Ejercicio 3.23

Segtin el Teorema de la Divergencia tenemos que

///Vdivﬁd(x,y,z)z//sﬁds.

Donde V es el s6lido con frontera dV = § = §; US,, siendo el circulo Sy y la esfera S5.
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Calculemos la integral de superficie S,

//ﬁds:// ﬁds—l—/ Fds.
N S1 A\
1. §;

El circulo seria parametrizado por ¢1(x,y) = (x,y,1) con (x,y) € Dy, donde D; := {(x,y) €
R2 : (x—1)% 4+ y* < 22 —1}. Por otro lado, F(¢;) = (x—1,y,0) y el vector normal exterior

serd iy, = (0,0,1), por tanto,
// Fds=0
N
2. 5

La esfera se puede parametrizar como
02(0,u) = (2cos (0)sin (u) + 1,2sin(0)sin (u),2cos (u))
Donde 6 € [0,27], y u se mueve desde el punto de interseccién con el plano z = 1, hasta 7.

A

Figura 3.3.27: Proyeccién XZ de S,. Ejercicio 3.23

Obteniendo el punto de interseccién, x =1 + V/3, z=1. Ten en cuenta que la circunferencia
estarfa centrada en (1,0).

El dngulo, denotado como d, serfa el que cumpliese que 2sin (d) +1=1++/3y 2cos (d) = 1,
es decir, d = 7 /6. Asi pues, u € [1/6, 7.

Por otro lado, el vector normal es 7ig, = 4(cos (6)sin® (u),sin () sin* (u),sin () cos (u)) y
F () = 2(cos (8)sin (u),sin (6)sin (),0), por lo que podemos realizar la integral de superfi-

cie,
27
//FM—?/w/sm dmm46( V)
\Y)

Asi, tenemos que

//FM—/AFM+/AFM—% ( J)
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