Introduccion

Este texto ha sido cuidadosamente disenado con el objetivo de brindar un sélido apoyo
a aquellos estudiantes que dan sus primeros pasos en el ambito del Analisis Funcional lineal
y surge de la necesidad de disponer de una guia de problemas resueltos en espanol para esta
materia. Con un enfoque eminentemente practico, este manual ofrece una amplia coleccion
de 190 ejercicios resueltos, cada uno de ellos detallado con un nivel de profundidad que
facilita su comprension. Esto permite al estudiante, no solo disponer de una gran coleccion
de problemas, sino también comprender el razonamiento detras de cada paso. Ademas, la
variedad de ejercicios abordados garantiza que se cubran todos los aspectos importantes
relativos a un curso de Anélisis Funcional en universidades espanolas, desde conceptos
basicos hasta aplicaciones mas avanzadas.

El Analisis Funcional surge a raiz de la necesidad de dar respuesta a problemas sobre
funciones cuyas variables independientes son también funciones, lo que en la actualidad
identificamos bajo el nombre de funcionales. Fundamentalmente, esta disciplina tiene co-
mo punto de partida el estudio de transformaciones tales como la transformacién de
Fourier y de las ecuaciones diferenciales e integrales. A partir del siglo XX se entiende el
Analisis Funcional como el encargado de estudiar los K-espacios vectoriales equipados con
una norma completa, es decir, los llamados espacios de Banach. Como ejemplo fundamen-
tal de los espacios de Banach, surgen los espacios de Hilbert, acompanados de la nocién de
producto escalar. Tales espacios han contribuido de manera sobresaliente a la formulacion
matematica de la mecdnica cuantica. En la actualidad, el Analisis Funcional abarca el
estudio de una cantidad mas amplia de espacios tales como los espacios de Fréchet o los
espacios vectoriales localmente convexos, conservando siempre la estructura topoldgica.

Esta guia de ejercicios resueltos carece de completo sentido si no se acompana de un
buen manual tedrico que aborde los detalles mas fundamentales del Anélisis Funcional
lineal. Es por ello que nos vemos obligados a realizar algunas recomendaciones en lo que
a complementos refiere. Textos como los de Abuabara y Lesmes [1], Albiac y Kalton [2],
Alt [3], Megginson [7], Muscat [8], Rudin [9] o Yosida [11], pueden suponer un aconsejable
punto de partida de cara a recorrer el sendero que traza tal area de las matematicas.

El primer capitulo lo dedicaremos, fundamentalmente, a presentar un buen nimero de
ejercicios resueltos en el conocido contexto de los espacios métricos. El concepto abstracto
de espacio métrico encuentra en la recta real su ejemplo por antonomasia, de modo que
la distancia entre dos nimeros reales x e y no es otra cosa que la longitud del intervalo
de la recta de extremos correspondientes x e y. Por supuesto, no pierda de vista que una
aplicacion d : X x X — R se dird que es una métrica sobre el conjunto no vacio X si los
siguientes axiomas son satisfechos:
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M1) Bondad de ajuste: d(z,y) =0 < x = y.

(M1)
(M2) No negatividad: d(z,y) > 0, para todo z,y € X.

(M3) Simetria: d(x,y) = d(y, x), para cualesquiera =,y € X.
(M4)

M4) Desigualdad triangular: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y), para arbitrarios x,y, z € X.

Para el completo entendimiento de este capitulo deberédn tenerse en mente conceptos
basicos como la desigualdad de Hélder, la desigualdad de Minkowski, la convergencia de
sucesiones, el teorema del punto fijo de Banach o como demostrar que un espacio métrico
de dimensién finita o infinita es completo.

En el segundo capitulo entraremos a trabajar con espacios normados. A tal efecto, no
pierda de vista que una aplicacién [|-|| : X — R definird una norma sobre un conjunto no
vacio X si cumple las siguientes condiciones:

N1) No negatividad: ||z|| > 0, para todo z € X.

(N1)
(N2) Bondad de ajuste: ||z|| =0 < x = 0.

(N3) Positivamente homogénea: ||azx|| = |a|||z||, para cualesquiera x € X, a € K.
(N4)

N4) Desigualdad triangular: ||z + y|| < ||z|| + ||y||, para arbitrarios z,y € X.

A lo largo de la resolucién de los diferentes ejercicios nos serviremos de la nocién
de espacio vectorial, asi como de subespacio vectorial. Seran importantes ademas los
conceptos de base de Hamel, asi como la dimensién de un espacio vectorial X para abordar
los problemas. Llamaremos base de Hamel de un espacio vectorial X a cualquier familia
{e; : i € I} de vectores tales que para v € X existe un unico conjunto finito F' C I tal

que
U= E Q€4

S
para convenientes a; € K, ¢ € F.

Se dotara a los espacios normados de la propiedad de completitud, para obtener asi los
tan ansiados espacios de Banach. Resultara importante conocer el lema de las traslaciones,
que indica que es condicién necesaria para que una métrica d provenga de una norma, que
se cumplan las siguientes dos condiciones: d(z+z,y+z) = d(x,y) y d(az, ay) = |ald(z,y),
para cualesquiera z,y,2 € X y a € K.

Caracterizar la completitud de los subespacios de un Banach en términos de ser ce-
rrados resulta otro de los resultados vitales, a conocer, de este capitulo. Ademads, es bien
sabido que un espacio normado serd completo si toda serie absolutamente convergente es
convergente. Merce la pena recordar, ademds, que una sucesion (e,),en de elementos de
un normado X se dird que es una base de Schauder si para cada x € X existe una tnica
sucesion de escalares (o, )nen tal que

n
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En espacios normados de dimensién finita simplemente nos interesara recordar que,
sobre ellos, todas las normas son equivalentes como consecuencia inmediata del teorema
de Hausdorff. Conocer la definiciéon de compacidad de un conjunto en términos secuenciales
resulta tan necesario como elemental. Ademas, sobre espacios euclideos, sabemos que la
compacidad queda completamente caracterizada a través del teorema de Heine—Borel-
Lebesgue. De hecho, el teorema de Riesz nos indicard que un espacio normado X es de
dimension finita si, y solo si, su bola unidad cerrada es compacta.

Uno de los conceptos fundamentales del Analisis Funcional surge en este capitulo, y
es que hablaremos de la nocién de operador sobre espacios normados. Sera clave conocer
el concepto de linealidad y acotacion de un operador, asi como el teorema del operador
inverso, que nos proporcionara condiciones para su existencia. Evidentemente, sobre es-
pacios normados de dimensién finita la cuestién trivializa, y es que todo operador lineal
resultard automaticamente continuo (equivalentemente, acotado). Mds atin, en el contexto
finito, se puede establecer una relacion biunivoca entre matrices y operadores, de modo
que cada matriz determina un tnico operador y reciprocamente. Si restringimos el rango
de un operador al cuerpo de escalares K, entonces tendremos entre nuestras manos los
llamados funcionales. A raiz de ellos surgen dos nociones fundamentales y que dan sentido
por si mismas a esta rama de las matematicas: el dual algebraico y el dual topolégico de
un espacio normado X . El primero, denotado X', se corresponde con el conjunto de todos
los funcionales lineales con dominio X, mientras que el segundo, notado X*, sera el es-
pacio de todos los funcionales lineales y continuos definidos sobre X. Este tltimo resulta,
ademas, un espacio de Banach equipado con la norma canonica.

El tercer capitulo estara dedicado, en su totalidad, a trabajar los espacios con producto
interior. A tal efecto, recuerde que una aplicacién (+|-) : X x X — K se dice que es un
producto interior sobre un K-espacio vectorial X si son satisfechas las siguientes cuatro
propiedades:

P1) (z +y|z) = (z]|2) + (y|2), cualesquiera que sean z,y,z € X.
(

P2) (azxly) = a(z|y), para todo z,y € X y a € K.

P3) (z|y) = (y|x), para todo z,y € X.

(
(
(
(P4

)
)
)
) (zlz) =0= 2=

Es decir, el producto escalar es lineal en su primera variable y conjugado lineal en la
segunda, lo que comuinmente se conoce como una aplicacién sesquilineal (del Latin, sesqui,
una vez y media).

Resultara conveniente hablar de los espacios de Hilbert como aquellos espacios con pro-
ducto interior que verifican ser completos. Necesario serd tener en cuenta la identidad del
paralelogramo, asi como el teorema de Jordan y von Neumann, encargado de caracterizar
cuando una norma proviene de un producto escalar, y que recordamos a continuacion.

Teorema 0.1 (de Jordan—Von Neumann) Sea (X, ||-||) un espacio normado. Enton-
ces existird un producto escalar (-|-) : X x X — K tal que ||z| = /(x|z) si, y solo
s1

Iz +yll* + llo = ylI* = 2ll«l” + ylI*), ~ Vz,y € X.

3
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No perdamos de vista el concepto de ortogonalidad, la principal novedad en este nuevo
ambiente. Dos vectores x,y € X se dira que son ortogonales, y lo denotaremos por z L y,
si (z]y) = 0. Otro de los resultados importantes serd la desigualdad de Cauchy—Schwarz—
Bunyakowski.

Dos teoremas fundamentales asociados a este capitulo resultardn el teorema de apro-
ximacién optima en espacios de Hilbert y el teorema de la proyeccién ortogonal que a
continuacion recordamos.

Teorema 0.2 (de aproximacién éptima en espacios de Hilbert) Sea S un subes-
pacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Para cada x € H existe un unico xq € S tal
que

o = woll < it {llz —y|| - y € S} = d(x, 9).

Teorema 0.3 (de la proyeccién ortogonal) Sea H un espacio de Hilbert y considere-
mos M un subespacio cerrado de H. Entonces, cada x € H admite una unica descompo-
sicion de la forma

r=m+n, (m € M,n € M™b).

Ademds, para este x, el punto py(x) = m € M estd caracterizado por ser el unico
vector en M tal que x — pp(x) € ML, y la aplicacién x — py(x) es lineal, continua, de
norma 1 cuando M es no trivial y verificando que

(i) Pir = pumr-
(ii) ker(pyr) = M.

Asimismo, H se obtiene como suma directa de M y M=*. A pa se le llama proyeccion
ortogonal de H asociada a M, y a M+ se le llama complemento ortogonal de M en H.

Los conjuntos y las sucesiones ortonormales deberan estar en la mente del lector a la
hora de trabajar este capitulo. Ello se complementara con la desigualdad de Bessel, que
nos introducira los llamados coeficientes de Fourier. El proceso de ortogonalizacion de
Gram—Schmidt, si bien es una herramienta propia de cualquier curso basico de Algebra
Lineal, conviene tenerla presente a la hora de desarrollar algin ejercicio.

Ademas, conviene anotar el concepto de subconjunto total de un espacio con producto
escalar X como aquel cuya envolvente lineal cerrada es densa en el propio X. Sera clave
la nocién de sistema ortonormal maximal. Ademaés, recuerde que un espacio con producto
interior es Hilbert si todo sistema ortonormal maximal es un sistema ortonormal total.
Igualmente, un subconjunto M de un Hilbert H se dira que es total si, y solo si, se alcanza
la igualdad en la desigualdad de Bessel (lo que cominmente se conoce como la Identidad
de Parseval).

Casi con total seguridad podemos garantizar que, en lo que a este tercer capitulo refiere,
el resultado mas importante a conocer se corresponde con el teorema de representacion
de Riesz de funcionales lineales.
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Teorema 0.4 (de representacién de Riesz) Si H es un espacio de Hilbert y f es cual-
quier funcional lineal y acotado definido sobre €l, entonces existe un unico y € H tal que

f(x) = (zly),  VeeH

Ademds, || f|| = llyl-

Asociado a un operador lineal y continuo entre espacios de Hilbert T' : H; — Ho,
encontraremos su operador adjunto 7 : Hy — H; tal que para cada par (x,y) € Hy X Ho

satisface la relacién
(T(2)|y) = (=|T™(y)).

Este operador siempre existe, es tnico, lineal, continuo y con norma ||7%| = ||T|.
Nos centraremos, esencialmente, en tres subtipos de operadores lineales y acotados entre
espacios de Hilbert: auto-adjuntos, unitarios y normales.

El cuarto capitulo de este manual es el que da sentido por si mismo a la asignatura
de Analisis Funcional que pueda cursarse en cualquier universidad. En este, abordaremos
los teoremas que constituyen los pilares fundamentales del Anélisis Funcional. Para ello,
deberan tenerse en cuenta nociones de superlativa importancia, como el archiconocido
lema de Zorn, intimamente relacionado con el axioma de elecciéon, el principio de buena
ordenacién o el principio de induccién transfinita que a continuacién recordamos.

Teorema 0.5 (Principio de induccidn transfinita) Sea (X, <) un conjunto bien or-
denado, y sea ) # A C X tal que satisface la hipdtesis de induccion transfinita:

I(a) CA=ac€ A

Entonces A = X.

Uno de los tres pilares fundamentales del Anélisis Funcional lo conforma el teorema de
Hahn—Banach. Para ello, sera preciso hablar antes del concepto de funcional sublineal. Una
vez recordado este, se podra enunciar tal teorema en su versiéon para espacio vectoriales
reales.

Teorema 0.6 (de Hahn—Banach) Sea X un R-espacio vectorial, p un funcional subli-
neal en X y Z un subespacio de X. Sea f : Z — R un funcional lineal tal que

f(z) < p(z), Vz € Z.

Entonces existe f, extension lineal de f a todo X, tal que

f(z) < p(x), Vr € X.

Ademas del teorema cldsico de Hahn—Banach, pueden presentarse algunas versiones
refinadas de este, como lo son el teorema de Hahn-Banach generalizado (es decir, para
C-espacios vectoriales), el teorema de Hahn—-Banach para espacios normados y el teorema
de Hahn—Banach para funcionales lineales y acotados. A destacar, en especial, serdn el
segundo y el tercero.
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Teorema 0.7 (de Hahn—Banach para espacios normados) Sea Z un subespacio de
un espacio normado X. Entonces para cada funcional lineal y acotado f definido sobre
Z podemos encontrar un funcional f lineal y acotado que extiende a f a todo X vy que
preserva la norma.

Teorema 0.8 (de Hahn—-Banach para funcionales lineales y acotados) Sea X #
{0} un espacio normado y v € X — {0}. Entonces existe f € X* tal que ||f|| =1 y

f (o) = [lzoll

Aunque quizéds supere las expectativas de un primer curso de Anélisis Funcional li-
neal, no estd de mas mencionar los duales topologicos asociados a dos espacios normados
concretos. En primer lugar, se comenta que el dual de C([a, b]) se corresponde con el es-
pacio de las funciones de variacién acotada BV ([a,b]). Por su parte, el dual del espacio
secuencial /., se correspondera con el espacio de las medidas de Borel regulares definidas
sobre SN por el teorema de representacion de Riesz, donde SN se corresponde con la
compactificacién de Stone—Cech del conjunto de los niimeros naturales.

En el contexto de los espacios normados también habra de tenerse en cuenta la nocién
de operador adjunto. La idea no sera otra que hacer corresponder a cada operador lineal
y acotado entre espacios normados T': X — Y, el operador 7% : Y* — X* definido como:

T (y")=y"oT Yy e Y™

Entre sus propiedades se tendréa que tal operador es lineal y continuo verificando || 77| =
|T]]. Ademds, cuando tenga sentido, puede ser relacionado con el ya conocido operador
adjunto en espacios de Hilbert T a través de biyecciones conjugado lineales e isométricas.

Otro de los conceptos importantes a tener en mente es el de reflexividad. No debera
perderse de vista que un espacio normado X se dira reflexivo si el embebimiento natural
candnico C'x : X — X* es sobreyectivo; siendo ya de partida una isometria lineal, lo
que nos dard un isomorfismo lineal isométrico entre X y su bidual X**. Es decir, surge
naturalmente que todo espacio reflexivo sera un Banach. Mas atn, todo espacio de Hilbert
sera reflexivo. No obstante, debe tenerse en cuenta que si X es isométricamente isomorfo
a su bidual, este no es necesariamente reflexivo (puede notarse como ejemplo el espacio
de James). A destacar es el siguiente resultado:

Teorema 0.9 (de separabilidad) Si X* es separable, entonces X también lo serd.

El segundo de los pilares fundamentales del Analisis Funcional lo constituye el princi-
pio de acotacién uniforme o teorema de Banach—Steinhaus. Previo a ello, deben conocerse
las definiciones de conjunto raro (si su cierre no tiene puntos interiores), de conjunto de
primera categorfa (si es unién numerable de conjuntos raros) y de conjunto de segun-
da categoria (si no es de primera categoria). Ello nos permitird recordar el teorema de
categoria de Baire:

Teorema 0.10 (de categoria de Baire) Todo espacio métrico completo es de sequnda
categoria.
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Este constituirda una herramienta fundamental en la demostracion del principio de
acotacién uniforme, que a continuacion enunciamos.

Teorema 0.11 (Principio de acotacién uniforme) Sean X,Y espacios normados y
sea {T; : i € I} una familia de elementos de L(X,Y). Supongamos que X es completo.
Si para todo x € X existe ¢, > 0 tal que ||T;(z)|| < Cy, para todo i € I, entonces eziste
¢ > 0 tal que | T;|| < ¢, para todo i € 1. Es decir, si la familia de operadores lineales y
continuos estd puntualmente acotada, entonces estard uniformemente acotada.

Se realizara un pequeno inciso en la convergencia débil y fuerte de sucesiones, aunque
no sea propio de un curso de estas caracteristicas. En realidad, la inica novedad reside
en la convergencia débil de sucesiones, cuya definicion requiere del uso de funcionales
lineales y acotados, y es que diremos que (z,)nen converge débilmente a z € X si, y solo
si, (f(zn)) — f(x) para todo f € X*. Como cabe esperar, si una sucesién (z,)n,en €n un
normado X converge fuertemente, sera entonces débilmente convergente. El reciproco no
es cierto en general, aunque si se dard cuando X resulte de dimension finita.

En cuanto a la convergencia de sucesiones de operadores, se daran tres tipos: la con-
vergencia en la norma candnica de operadores (convergencia uniforme), la convergencia
fuerte de operadores (convergencia puntual) y la convergencia débil de operadores. La pri-
mera de ellas implica la segunda y esta, a su vez, la tercera. Lo reciprocos, sin embargo,
no seran ciertos en general. Un trabajo similar puede realizarse en lo referente a la con-
vergencia de funcionales, donde se nota que los conceptos de convergencia fuerte y débil
coinciden. Sera aqui de interés la llamada convergencia débil*. Diremos que una sucesion
de funcionales (f,,)nen en X* converge en la topologia débil* a f € X* si (f,(z)) — f(x),
para todo z € X.

Deberan tenerse en cuenta las propiedades del operador limite, T, de una sucesién
convergente (T))nen C L(X,Y). Si la convergencia es uniforme, se verificard que T €
L(X,Y). No obstante, si la convergencia es puntual, se habra de imponer ademds que sea
X un espacio de Banach para poder garantizar la linealidad y acotacién de T

Como curiosidad, la convergencia débil* presenta algunas aplicaciones a la sumabilidad
de sucesiones y series, apareciendo con especial predominancia en los llamados A-métodos
y en cuestiones relativas a problemas numéricos de integracion, diferenciacién e interpo-
laciéon, aspectos bien conocidos de materias como el calculo numérico.

Finalmente, el tercer pilar fundamental del Anélisis Funcional lo constituira el teorema
de la aplicacion abierta. Para abordar este, sera clave evidentemente definir qué se entiende
por aplicacion abierta. Una aplicacién T': D(T') — Y entre dos métricos X, Y con D(T) C
X, se dird que es abierta si, y solo si, para cada abierto A C D(T"), es T'(A) abierto en Y.
El teorema de la aplicacién abierta encontrara en el siguiente lema un apoyo fundamental.

Lema 0.12 Sean X,Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Si T es sobreyectiva, enton-
ces la imagen por T de la bola unidad abierta de X, contiene alguna bola abierta en Y
conteniendo al origen.

Con ello, se recuerda el tercer pilar fundamental.

Teorema 0.13 (de la Aplicacién Abierta) Sean X,Y espacios de Banach yT : X —
Y wun operador lineal y continuo. Si'T" es sobreyectiva, entonces T' es abierta.

7
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Como consecuencia del teorema de la aplicacién abierta surgen dos teoremas de gran
peso, el teorema de la gréfica cerrada y el teorema de los isomorfismos de Banach (se
mostrara en un ejercicio de este capitulo que cualesquiera dos de ellos son demostrables a
partir del tercero). Convendra notar que un operador 7' : X — Y entre espacios de Banach
se dird que es cerrado si, y solo si, su grafo verifica ser cerrado en el espacio producto
X xY equipado con la norma ||(z,v)|| = ||z||x + ||y||lv, para cualesquiera (z,y) € X x Y.

Teorema 0.14 (de la grafica cerrada) Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y
un operador lineal. St T es cerrado, entonces T es continuo.

Teorema 0.15 (de los isomorfismos de Banach) Sean X,Y espacios de Banach y
T e L(X,Y). Si T es sobreyectivo, entonces T~ es continuo.



Capitulo 1

Espacios métricos. Completitud

1. ;Define d(z,y) = (z — y)* una métrica sobre el conjunto de los mimeros reales?

Surge de una observacion inmediata que la aplicaciéon anteriormente definida no resulta
ser una métrica sobre R puesto que no satisface la desigualdad triangular. Basta presentar
un sencillo contraejemplo, para el cual consideramos x = 10, y = 0, z = 1, de donde:

d(z,y) = 10 = 100 > d(z, z) + d(z,y) = 9* + 12 = 82.
De este modo se concluye el primero de los ejercicios propuestos.

2. Demuestra que d(x,y) = \/|x — y| define una métrica sobre el conjunto de los nimeros
reales.

A efectos de realizar este ejercicio, procederemos a demostrar que se satisfacen los axiomas
asociados a la definicién de métrica.

i) Iniciemos pues, haciendo notar en primer lugar que:

d(z,y) = V|x—yl >0, Vz,y €R

por propia definicién de la aplicacion d.

ii) Sean ahora x,y € R arbitrarios y observe que:
dr,y) =0z —yl=0&|z—y=0cz=y

iii) Nos disponemos ahora a estudiar la simetria de la aplicacién en cuestién. Vea que,
dados arbitrarios x,y en R, resulta inmediato que

d(x,y) = V] =yl = Vly — 2] = d(y, ).

iv) Nos resta asi estudiar la desigualdad triangular. Con tal objetivo en mente, serd pre-
ciso considerar x,y, z € R arbitrarios. De aqui, hemos de recordar un resultado elemental
de Analisis Matematico:

\/a+b§\/a+\/l_), Va,b € RT,
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cuya prueba resulta sencilla y se plantea como ejercicio al lector. Podemos entonces
realizar el desarrollo elemental que sigue:

d(z,2) +d(z,y) = Ve =zl + ]z =yl = Ve =2l + ]z =y > V]e —y| = d(z,y),

lo que concluye el ejercicio propuesto, quedando asi probado que d define una métrica.

3. Demuestra que la métrica d(z,y) = sup,cy [§; — 1;] sobre lo satisface la desigualdad
triangular.

Con objeto de realizar este ejercicio nos serviremos, esencialmente, del bien conocido
axioma del supremo. Asi, comencemos por considerar pues z = (§;)jen, ¥ = (0j)jen, 2 =
(15)jen elementos arbitrarios de £. Dicho esto, observe que

d(z,z) +d(z,y) = SU§|§j — 1] +SH§|M =il =2 1& — il + |y — mil = 1€ — mjl,
WS Jj€

para todo j € N. Por lo tanto, d(z,z2) + d(z,y) > d(z,y), tal y como se pretendia
demostrar.

4. Prueba que una métrica alternativa d sobre el espacio C([a, b)) estd definida por
3 b
) = [ Jet) - y(Oldt, Yoy € Cllab)
i) Comencemos notando de manera trivial que, si x,y € C([a, b]) entonces

b
d(e,y) = / 2(t) — y(t)|dt > 0,

dado que el integrando es no negativo y, en virtud de las propiedades de la integral.

ii) Sean ahora z,y € C([a,b]) y observe que

A y) =0 & / 2(t) — y(t)|dt = 0,

lo cual sucedera si, y solamente si |z(t) — y(t)| = 0 < z(t) = y(t),Vt € [a,b], debido a
conocidas propiedades de conservacion del signo de la integral puesto que el integrando
se corresponde con una funcién continua. Veamoslo:

<) Razonaremos por contradicciéon. Resulta inmediato que, si f € C([a,b]) tal que
f(t) =0, para todo t € [a, b], entonces f: |f(t)|dt = 0.

=) Supongamos, sin perder generalidad, que existe z € (a,b) de modo que f(zq) > 0.

Podemos servirnos del lema de conservacion del signo para afirmar que existe € > 0
tal que f(x) > 0, para todo = € (xg — €, 29 + €).

Evidente es que [3:0 — 5,70+ %} C (xzo—e,xo+¢). Asi, sabemos que f\[ ] alcan-

To—$§.z0+5
za sus extremos absolutos por ser una funcién continua sobre un compacto. Denotemos,

10
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por tanto, x,, el punto correspondiente donde se alcanza el minimo absoluto y z,; aquel
en el cual se alcanza el maximo absoluto. Sea, por su parte, R el rectangulo de vérti-
ces (zo — 5,0), (w0 + £,0), (w0 — 5, f(zm)), (o + 5, f(xm)). Resulta evidente entonces
la siguiente desigualdad:

0<Auag/ﬂﬂmm_o

llegando con ello a una contradiccion que prueba el resultado deseado.

iii) Consideremos z,y € C([a,b]) y hagase notar que:

) = [ falt) =@l = [ ly(e) = o(0) it = d(y, ),

lo que prueba la propiedad de simetria.

iv) Finalmente, tratemos de demostrar que se satisface la desigualdad triangular. A tal
efecto, sean pues x,y, z € C([a,b]) y véase que

b b
J(x,y):/ Iaﬁ(t)—y(t)ldt:/ |(2(t) = 2(2) + (2(t) — y(1))ldt

g/ﬁmw—amﬁ+/ﬁaw—mmaza@@+a4w

Concluimos con ello que es d una distancia sobre el espacio de las funciones continuas
en el compacto [a, b].

5. (Distancia de Hamming) Sea X el conjunto de todas las tripletas ordenadas de ceros
y unos. Demuestra que X estd formado por ocho elementos y que una métrica d sobre X
estd definida por d(x,y) = numero de sitios donde x e y tienen diferentes entradas.

Que el espacio denotado X esta constituido por ocho elementos, no supone mas que
un mero ejercicio de combinatoria. Dado que se disponen de 3 plazas, cada una de las
cuales consta de dos posibilidades y, evidentemente, las repeticiones estan contempladas,
estamos pues hablando de variaciones con repeticion, lo que significa que el espacio consta
de VRS = 2% = 8 elementos.

Mencionado lo anterior, pasemos ahora a demostrar que la aplicaciéon d antes definida
resulta, en efecto, una métrica.

i) Observe, por propia definicién que d(z,y) > 0,Vz,y € X pues se trata del nimero
de entradas distintas que contienen ambos puntos. Mds ain, es inmediato que d(z,y) <
3,Ve,y € X.

ii) Sean ahora x,y € X y vea que

dlz,y) =0z =y,

dado que, si la distancia es cero, todas las entradas coinciden y, por tanto, estamos
tratando con el mismo elemento.

11
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iii) La simetria de la aplicacién resultard en una prueba trivial ya que, considerados
z,y € X arbitrarios, si d(z,y) = n € {0,1,2,3}, esto es, n es el numero de entradas
distintas que presenta x respecto a y; légicamente coincide con el nimero de entradas
distintas de y respecto a x, de donde d(x,y) = d(y, x).

iv) Acudamos por tltimo al estudio de la desigualdad triangular. Para ello, sean
x,y,z € X y tratemos de probar que

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

En primer lugar, resulta trivial que, si = y = 2z, el resultado es inmediato. De
la misma forma, si z = x o z = y, se obtiene de hecho la igualdad. Notemos pues
z # x,z # y y presentemos, por comodidad en los razonamientos, d(x,y) = n y, por
su parte, d(z, z) + d(z,y) = k. Dado que z # x,z # y, esto significa que d(z,z) > 1y
d(z,y) > 1, de donde se sigue pues que k > 2. De este modo, en los casos n = 1,n = 2, la
desigualdad triangular queda garantizada. Nos resta por lo tanto estudiar el caso n = 3,
pero de aqui solo cabe una posibilidad y es que z = (0,0,0),y = (1,1,1) o viceversa. No
obstante, es inmediato que, para cualquier z bajo las condiciones impuestas, k = 3, lo que
demuestra que la desigualdad triangular se satisface también en este caso, quedando asi
probado que

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), Vr,y,2 € X.

De ello, d define una métrica sobre X tal y como se pretendia demostrar.

6. (Desigualdad triangular) La desigualdad triangular tiene muchas consecuencias ttiles.
Utilizando

d(x1,x,) < d(zq,29) + d(2,23) + -+ + d(Tp_1, T0), (1.1)
demuestre que
Comencemos en primer lugar haciendo notar que:

(1.1)
d(z,y) < d(z,2)+d(z,w) + d(y, w),

d(z,w) Uﬁl) d(z,x) + d(z,y) + d(y, w).

De ello:
(1.1)

d(z,y) —d(z,w) < d(z,2)+d(y,w),

d(z,w) — d(z,y) < d(z,2) +d(y,w),
lo que prueba precisamente que

|d(z,y) — d(z,w)| < d(z,z) + d(y, w).

tal y como se buscaba.

12
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7. (Aziomas de una métrica) (M1) a (M4) podrian ser reemplazados por otros axiomas
(sin cambiar la definicion). Asi, demuestra que (M3) y (M4) pueden obtenerse de (M2)

Y

d(z,y) < d(z,x) +d(z,y).

Iniciaremos demostrando que (M3) puede obtenerse a partir de (M2). Tomemos z = v,
entonces

d(z,y) —d(y,z) < d(z,7) + d(2,y) — d(y,r) = d(y, z) + d(y,y) — d(y,z) = 0.

Por su parte, si escogemos z = x se nota que

dly,z) —d(z,y) < d(z,y) +d(z,z) —d(z,y) = d(z,y) + d(z,z) — d(z,y) = 0.

Lo que significa en definitiva que:

d(z,y) —d(y,z)] <0=d(x,y) =d(y,x), Yo,y € X.

De esta forma se prueba (M3). Procedamos ahora a demostrar que (M4) puede obte-
nerse a través de (M2) y la desigualdad inicial. Sean pues para ello z,y, z € X y hagamos

notar que:
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Consideremos pues w = z, de donde:

d(z,y) < d(z,x) +d(z,y) < d(w, z) + d(w,z) + d(z,y)
=d(x,2) +d(z,x) +d(z,y) = d(z,2z) + d(z,y),

tal y como buscabamos.

8. Utilizando que
af e
af < —+ —, Va, 5 > 0,
p q

con p,q exponentes conjugados, demostrar que la media geométrica de v y 5 no excede
a la media aritmética.

Buscamos demostrar en definitiva que /a8 < a—;ﬁ, para cualesquiera «, 3 € RT.

Consideraremos pues el caso p = ¢ = 2, que resultan ser exponentes conjugados dado
que pg = 4 = p+ q. De ello, dados «, f € RT se nota:

a? + 32

ap < & 208 <o+ 5

& 4aB <o’ + B2+ 208 = (a+ B)?

2
& af < (#) ;

de donde se puede entonces concluir que:

Vap < a—gﬁ,Va,BER+.
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9. (Espacio {,) Encuentra una sucesion que converja a cero, pero no esté en ningin
espacio £, donde 1 < p < oo.

Consideremos la sucesion = = (&;);en de término general &; = % repetido 37 veces, esto
es: L1
€T = (€j>]€N: 171717_7_7"' [
Jveces ——~—"""

9veces

Se deduce de manera esencialmente trivial que (z;)jen — 0 (j — 00). No obstante,
veamos que x ¢ {,, cualquiera que sea p > 1 finito. Sea pues para ello, precisamente,
p € [1,00) cualquiera y vea que:

1 1 oo [e.9] ] 1 p
1p+1p+1p+§+...+2_p+...:Z|€j|P223J (;)
j=1 j=1

Observe, en efecto, que la expresién dada describe la suma buscada. Sin embargo, nétese
que esta serie no verifica ser convergente dado que no se satisface la condicién necesaria,

esto es: (j’—;) — 00 (j — oo) para cada p > 1. De este modo, queda comprobado que
jEN

x ¢ {,, cualquiera que sea 1 < p < oo.
10. (Didmetro de un conjunto acotado) El diametro 6(A) de un congunto no vacio A en
un espacio métrico (X, d) estd definido por

d(A) = sup d(z,y).

r,y€A

El conjunto A se dice que es acotado si 6(A) < oco. Demuestra que si A C B entonces

5(A) < §(B).

Sea X = (X,d) un espacio métrico y consideremos A, B C X de forma que A C B.
Ahora, por definicién se sabe que:

d(A) = sup d(zx,y), d(B) = sup d(z,y).

z,y€A z,yEB

Ya que A C B, no es necesario mas que acudir a la definicion de supremo de un
conjunto, de donde:

5(A) = sup d(z,y) < sup d(x,y) = 6(B),

$,y€A x,yEB

tal y como se buscaba demostrar.

11. (Distancia entre dos conjuntos) La distancia D(A, B) entre dos conjuntos no vacios
A, B de un espacio métrico (X,d) estd definida por

D(A,B)= inf d(a,b).

a€A,beB

Muestra que D no define una métrica sobre el conjunto potencia de X.

14
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Para probar que D no define una distancia sobre el conjunto de las partes o conjunto
potencia de X, bastara con exponer un contraejemplo para el cual no se satisfaga alguno
de los axiomas conocidos de una métrica. Consideremos pues, por ello, X = (R?, d,),
donde d. denota la distancia euclidea y sean:

A={(z,y) eR*: 2 >
B={(z,y) eR*: 2 <

Resulta de ello inmediato pues que

D(4,B) = _inf de(a,b)=0,

dado que AN B # () (observe que, por ejemplo, (0,0) es un elemento de ambos con-
juntos). A pesar de ello, se observa que A # B, lo que nos permite ya afirmar que,
efectivamente, D no define una distancia.

12. La distancia D(x, B) de un punto x a un subconjunto no vacio B de un espacio
métrico (X,d) estd definida por

D(z, B) = inf d(x,b),

beB
de acuerdo con el problema anterior. Demuestra que para cualesquiera x,y € X :

’D(va) - D(y>B)‘ < d(a:,y).

Procedamos a demostrar el resultado en cuestion. A tal efecto sean pues z,y € X y

hagamos notar que

D(r, B) = fuf d(x,b) < fnf (d(y,b) +d(z,)) = D(y, B) + d(r. ),

D(y, B) = if d(y,b) < fnf(d(z,b) + d(z,y)) = D(z, B) + d(z,y).
De este modo se obtiene pues que
D(x, B) < D(y, B) + d(z,y) = D(z, B) = D(y, B) < d(,y),
D(y,B) < D(z,B) 4+ d(z,y) = D(y, B) — D(z, B) < d(x,y).
Lo que demuestra con todo ello que

|D(z, B) = D(y, B)| < d(z,y).

13. Demuestra que la union de dos conjuntos acotados A y B en un espacio métrico, es

un conjunto acotado.
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Sean pues A, B C X dos subconjuntos acotados del espacio métrico X = (X, d). Puesto
que ambos verifican la condicién de acotacion, entonces existen constantes M, Mg > 0
de tal modo que d(a,0) < My, para todo a € Ay, de la misma forma, d(b,0) < Mg, para
todo b € B.

Ahora bien, consideremos pues M := méx{M,, Mp} y procedamos a demostrar que
AU B es igualmente acotado.

Sea asi x € AU B, entonces es claro que x € A o bien, z € B. Si sucede que = € A,
entonces dado que A es acotado se tendria que d(z,0) < M4 < M. Por otro lado, y de
forma completamente andloga, si ocurre que x € B, entonces se sigue de inmediato que
d(z,0) < Mg < M. Esto nos permite entonces garantizar que cualquier punto de AU B
dista del origen una cantidad finita, de modo que 6(A U B) < oo, demostrando asi que la
union de conjuntos acotados sobre un espacio métrico, es también acotado.

14. El producto cartesiano X = X; x Xy de dos espacios métricos (Xi,d1) y (Xa,ds)
puede convertirse también en un espacio métrico. Demuestra que es una métrica d, la
aplicacion dada por

d(z,y) = Vdi(z1,y1)? + da(2, )2

Al igual que en los anteriores ejercicios, nosotros optaremos por demostrar que se
satisfacen los axiomas clasicos asociados a una métrica.

i) Observemos de manera esencialmente inmediata que J(x, y) > 0, Vz,y € X puesto
que se corresponde con la raiz cuadrada de una suma de cantidades no negativas.

ii) Sean ahora pues z,y € X y hagamos notar que

cZ(x,y) =0 Vdi(z1,y1)? + da(2,y2)2 = 0 & dy(1,91) = 0 A da(x2,y2) = 0.

Ahora bien, dado que d; y ds verifican ser métricas sobre los correspondientes espacios
métricos X; y Xy, respectivamente, entonces esto ocurrird si, y solamente si, 1 = y; Axy =
Y2, es decir, si, y solo si, z = y.

iii) Consideremos ahora x,y € X y probemos que se satisface la propiedad de simetria.
Vea que, por ser di,d, métricas, entonces satisfacen esta propiedad, de tal modo que:

Ci(%y) = \/dl(x17y1)2 + do(z2,92)% = \/d1<y17 21)% + da(y2, ¥2)? = CZ(%%)-

iv) Finalmente deberemos probar que se satisface la desigualdad triangular. Este serd,
probablemente, el mas laborioso de los axiomas a probar. Sean entonces z,y,z € X y
note que

di(z1,11)* < (di(w1,21) + di(21,11))% = di (21, 21)* + di (21, 11) + 2dy (21, 21)da (21, 1),
da(2,y2)” < (da(w2, 22) 4 do(22,2))" = da(w2, 22)° + da(22,42)° + 2d2 (22, 22)da(22, y2).
Con ello:

d(z,y)? = di(z1,11)* + da(, y2)*
< di(w1,21)" + di(21, 1) + do(@a, 22)* + da(22, yo)”
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+ Q(dl(xla Z1)d1(z1, y1) + dz(%, ZZ)dQ(ZZag/Q))

:j(g;,z) +d(y, = +22d @iy 2i)di(Zi, Ys)-

Podemos hacer uso entonces de la desigualdad de Holder para el caso p = ¢ = 2, de
donde se obtiene que:

d(z,2)* +d(y, 2) +22d i, 2)di(25, i)

En definitiva, volviendo sobre nuestros pasos podemos apreciar que
d(z,y)* < (d(z,2) +d(z,9))?,

lo que demuestra que también es satisfecha la desigualdad triangular, luego d define

una métrica sobre X.

15. Describa geométrica y analiticamente la bola B(xg,1) en R. Abarque la misma cues-
tidn sobre el cuerpo de los nimeros complejos, C, y sobre el espacio C([a,b]).

Notese que aplicando la definicién de una bola sobre R, se obtiene

B(zg, 1) ={z € R:d(z,z0) <1} ={x € R: |z — x| <1} = (zg — 1,20 + 1).
Por su parte, realizando el tratamiento sobre C se nota que

B(zo,1) = {z € C: d(x,2¢) < 1} = {z € C: Re(x — 2¢)* + Im(z — z0)? < 1},

que no es otra cosa sino el disco complejo centrado en zy y de radio 1, D(zg, 1).

Por 1ltimo, trabajando bajo el espacio C([a, b]) con la distancia dada por

d(z,y) = trg[gi;g] lz(t) —y(t)],

se tendra pues que

B(zo,1) = {z € C([a,b]) : d(z,z0) < 1} = {x € C([a,b]) : méx |x(t) — zo(t)| < 1} ,

t€la,b]

esto es, se trata de una banda constituida por todas aquellas funciones cuya distancia
a xg € C([a,b]) sea menor que 1.
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16. Demuestra que cualquier conjunto no vacio A de un espacio métrico (X, d) es abierto
st, Y solo si, es union de bolas abiertas.

<) Supongamos en primer lugar que A = |J,.; B(w;,r;) donde I denota el conjunto
de indices, pongamos, N. Probar que A es un conjunto abierto resultard en una prueba
elemental.

Sea x € A, entonces existe j € I de modo que x € B(xzj,7;). Dado que B(z;,r;) es
abierta, es entorno de todos sus puntos, de donde, existe §, > 0 tal que

B(x,0,) C B(zj,rj) C UB(%’,M) =A

iel
Asi se demuestra que A verifica ser abierto.

=) Pasemos ahora a probar que A es unién de bolas abiertas bajo las condiciones
impuestas. Sea pues para ello r € A, dado que A es abierto no vacio, entonces existe

1) : .
e, > 0 tal que B(x,e,) C A. Ahora bien, resulta evidente que A C |, ., B(z,&.).
Nos resta demostrar la inclusién reciproca. Para ello, tomemos pues y € J,c4 B(,€,),
entonces se tiene que existe €, tal que y € B(y,&,) C A segin (1). De aqui se obtiene la

inclusién buscada y, por tanto

€A

A= U B(x,e,).

TEA

17. Si x es un punto de acumulacion de un subconjunto A de un espacio métrico (X,d),
demuestra que cualquier entorno de x contiene infinitos puntos de A.

Nos limitaremos a trabajar con los elementos de la base de entornos de x € X, esto es:

B, ={B(x,r) :r € R},

pues como sabemos, si U es un entorno arbitrario de z € X, entonces existe r > 0 tal
que B(x,r) CU.

Ahora bien, sea x € A’, esto es, en la acumulacién de A, entonces por definicion:

Ve > 0 tenemos que B(z,e) N (A — {z}) # 0,

es decir, existe al menos y # x en X de manera que y € B(z,e) N A.

Supongamos, llegados a este punto, que existe un ntimero finito, digamos n, de elemen-
tos de A en B(z,¢), {zo,x1,...,2,_1}. Para concluir el ejercicio, acudamos, por ejemplo,
al caracter secuencial de la acumulacién, que nos proporcionara un desarrollo directo y
elegante:

r €A S I (xn)nen € S(A—{2}) : (T)neny — .

No obstante, dado que B(z,e) contiene un nimero finito de elementos de A distintos
de z, no podremos hallar una sucesién (x,),en verificando lo pedido. Contradiccion.

Asi, B(z,¢) contiene un nimero infinito de puntos de A. Basta notar la arbitrariedad
de € > 0, lo que prueba el resultado.
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18. Muestra que la clausura B(xg,r) de una bola abierta B(xo,r) en un espacio métrico
puede diferir de la bola cerrada B(zo, 7).

Plantearemos el cldsico contraejemplo que muestra esto. Para ello, tomaremos X = R?
dotado de la métrica discreta que, como recordamos, esta dada por

d(gjay):OwT:yv d(.’L‘,y):l,fL‘?éy
Dicho esto, consideremos pues B(zg, 1) con xy € R% Nétese que

B(xg,1) = {x € R? : d(x,19) < 1} = R*.

Mientras que, por otro lado

B(zg,1) = {z € R?2 : d(z,z) < 1} = {xo} = {20}-
De esta forma, B(z¢,1) € B(zo,1).

19. Un punto x no perteneciente a un conjunto cerrado M C (X, d) siempre tiene una

distancia distinta de cero a M. Para probar esto, demuestra que x € A si, y solo si,
D(z,A) =0; aqui A es un subconjunto no vacio de X.

=) Comencemos anotando que, si z € A C A, entonces D(z, A) = inf,cad(z,y) = 0.
Supongamos pues que z € A — Ay tratemos de demostrar que D(z, A) = 0. Sabemos que
x € Ay, de ello, por definicién:

Ve > 0,B(z,e)N (A—{z}) #0 = Fzo € A—{x} : d(z,x) < &.

Note asi que
D(z, A) = 1’1r1£1 d(z,y) < d(z,z0) <e.
ye

Basta entonces hacer tender ¢ — 0, de donde D(z, A) = 0.

<) Para probar la implicacién contraria, supongamos ahora que D(z, A) = 0. Entonces
por definicion:
D(x,A) = inf d =0.
(,4) = Inf d(z, y)
Ahora recuerde que z € A si

Ve > 0, B(z,e) N A # 0,

esto es, si

Ve > 0,{y € X : d(z,y) <e}nNA#0.

Por hipétesis, dado que D(z, A) = inf,c4 d(z,y) = 0, esto significa que existe zy € A
de tal forma que d(z,zg) < &, para todo £ > 0, lo que indica precisamente que = € A.
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20. (Elespacio B([a,b])) El espacio de todas las funciones reales de variable real acotadas
en el compacto |a,b] se denota usualmente por B(|a,b]). Demuestra que B(la,b]), a < b,
no es separable.

Comencemos por recordar que la métrica definida sobre B([a, b]) estd dada por

d(z,y) = tim} lz(t) — y(t)|, Va,y € Bla,b].

Ahora, para demostrar que este espacio no es separable, acudiremos a un til resultado
de topologia general: dado un espacio topoldgico X, si existe una familia infinita no
numerable de abiertos no vacios y disjuntos entonces X no es separable.

Realicemos un detenido razonamiento del ejercicio a presentar, que quizas pueda re-
sultar complicado en un inicio. Para ello, conviene recordar la archiconocida delta de
Kronecker, que esta dada como sigue

di(t) = {0 SZ: t#t

1 st 1=t

Ahora bien, notemos que, dados 7,5 € [a,b] con i # j entonces se tiene que

d<5l75]) = sup yél(t) - 5](75)‘ =1,
te(a,b]
puesto que hemos considerado 7, j elementos distintos. Luego entonces, podemos tomar
r > 0 lo suficientemente pequeno, pongamos r = 1/2, tal que B(¢;,1/2) N B(d;,1/2) = 0.
De esta forma, tenemos pues una cantidad infinita no numerable de bolas disjuntas. Con
ello, queda suficientemente justificado que la familia que vamos a considerar es:

F ={B(6;,1/2) : i € [a, b]}.

Es claro que F se corresponde con una familia infinita no numerable (basta notar
el conjunto de indices) de abiertos, pues los elementos de la familia no son més que
bolas abiertas; no vacios y disjuntos segin lo probado anteriormente. Con ello, en virtud
del resultado mencionado al comienzo del ejercicio, queda demostrado, en efecto, que el
espacio B([a,b]), a < b no es separable, como se queria demostrar.

21. Demuestra que una aplicacion T : X — Y es continua si, y solamente si, la imagen
inversa de cualquier conjunto cerrado M C'Y es un cerrado en X.

=) Comencemos suponiendo que 7' es continua. Sea pues = (&,),en una sucesion de
elementos de T~ (M) con (§,) — £ (n — o0). Nuestro objetivo es probar que ¢ € T~ (M).
Resulta sencillo notar que (7'(&,))nen €s una sucesién de elementos de M de tal forma
que (T'(&,)) — T(€) (n — o0) en virtud a la continuidad de 7". Dado que M verifica ser
cerrado, entonces T'(£) € M vy, con ello, £ € T71(M).

<) Ahora supongamos que para cada conjunto cerrado M C Y, entonces T~'(M) C X
es cerrado igualmente. En este caso nuestro objetivo reside en probar que T verifica ser
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continua, o lo que es lo mismo, que para toda sucesion z = (&, )nen con (&,) — & (n — 00),
se tiene que (7'(&,)) — T'(§) (n — o0). Sea M = (T'(&,)). Es claro que M verifica ser un
conjunto cerrado. De ello, T7'(M) es también cerrado. Ahora, si T'(£) # lim, o T(&,)
entonces T'(£) ¢ M, de donde & ¢ T—'(M). Sin embargo, (,)nen €s una sucesiéon de
elementos de T~'(M), que es cerrado, de donde & € M. Contradiccién. Por lo tanto,
(T'(&n)) — T(€), quedando probada la continuidad de T'.

22. Si(z,)nen €s una sucesion de Cauchy y tiene una subsucesion convergente, digamos,
(To(n)) — , demuestra que (x,)nen €s convergente con limite x.

En primer lugar, dado que (x,),en es de Cauchy, entonces por definicién:

DO | ™

Ve >0,3m; € N:p,ge N, p,g>my = d(z,,z,) <

Por otro lado, sea ¢ : N — N una aplicacion estrictamente creciente de modo que la
subsucesion (z,(n)),en converge a x € X. Entonces:

DO ™

Ve >0,dmy e N:n e N,n>my = d(Tom),r) <

Ahora demostremos que (z,) — x. Sea pues para ello ¢ > 0 y tomemos m :=
max{my,ms}. Asi, si n > m, una aplicacién de la desigualdad triangular nos propor-
ciona:

d(l‘n,flf) S d(xanO'(n)) + d(xo'(n)yx) < % + g =g,

lo que demuestra, en efecto, que (x,) — =.
23. (Acotacion) Prueba que toda sucesion de Cauchy es acotada.

Sea para ello pues (z,)neny una sucesion de Cauchy. Entonces de la definicion se sigue:

Ve>0,3meN:p.qgeN,p,g>m=d(z, 2, <e.

Con ello tenemos “controlados” todos los términos a partir de uno determinado. Debe-
remos ademds estudiar los m primeros términos de la sucesién. A tal efecto, consideremos
v = Mmax; j_1,.m d(x;, z;). Entonces bastard pues considerar M := max{e, v}, de donde

d(x,,0) < d(0,21) + d(z1,22) + - + d(Tp—1, Tm) + d(Timt1, Tp)

<
<d(0,z1) + (m—1)y+e <d(0,21) + mM < .

Se prueba de este modo que (x,),en es acotada.

24. Si (2n)nens (Un)nen son sucesiones de Cauchy en un espacio métrico (X, d), demues-
tra que (ap)nen, donde a, = d(x,,y,), es convergente.
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Dado que (2)nen, (Yn)nen son dos sucesiones de Cauchy, entonces se tiene que

?

Ve >0,3m; € N:p,ge N, p,g>my = d(z,,z,) <

NS NORE O RG)

Ve >0,3me € N:ip,g e N, p,g>ms = d(y,y,) <
Ahora bien, recuerde que a, = d(z,,yn), es decir, (a,)nen se corresponde con una
sucesion sobre R. Con ello, bastard demostrar que (a,),en es de Cauchy debido a la
completitud de R. Vea que
ap = d(zp,yp) < d(zp, 24) + d(2q, yq) + d(Yg, Yp)

= d(xp, T¢) + ag + d(yg, Yp)
= ap - aq S d(l'p’ xq) + d(yQ7 yp)

Mientras que, por su parte
ag = d(4,yq) < d(wy,74) + d(1p,Yp) + d(Yg, Yp)
= d(x;m $q) +ap + d(yqa yp)
= aq — ap < d(zp, zq) + d(Yq, Yp)-

De este modo, deducimos que |a, — a,] < d(zp, ;) + d(y,, yp). Observemos entonces

que, considerando el natural m := max{m;, ms}, se tiene:
e €
d(ay, aq) = |ap, — aq| < d(zp, T4) + d(yq, yp) < B + 5= g, Vp,q>m,
lo que prueba que la sucesién (ay,)nen es de Cauchy y, por ende, convergente.

25. Si dy y dy son métricas sobre el mismo espacio vectorial X 1y existen dos reales
positivos a, b tales que para todo xr,y € X:

a- dl(x>y> < d2($a y) < b- dl(x7y)7
demuestra que las sucesiones de Cauchy en (X, dy) y en (X, d2) son las mismas.

En primer lugar, sea pues (x,),eny una sucesiéon de Cauchy sobre el espacio métrco

(X, d;). Entonces

S ™

Ve>0,9meN:p, g e N,p,qg >m = di(z,,z,) <
Ahora, usando la segunda parte de la cadena de desigualdades inicial se nota que
do(zp,xg) < b-dy(xp,24) < b% =g,

para todo p,q > m. Luego entonces, hemos demostrado que (z,),en €s una sucesién
de Cauchy sobre (X, ds).
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Sea ahora (x,)nen una sucesiéon de Cauchy en el métrico (X, ds). Por definicién

Ve>0,dm e N:p,qge N,p,g >m= ds(z,,z,) < ac.

Asi, bastara hacer uso de la primera parte de la desigualdad dada para obtener, con

ello,

1 1
a-dy(zp, zy) < do(zp, xy) = di(zp, 2y) < —da(xp,x,) < —ae =¢,
a a

para todo p,q > m. Ello prueba pues que (x,),en verifica ser una sucesiéon de Cauchy
sobre (X, d;).

26. Utilizando que R es completo, demuestra que C es un espacio métrico completo
equipado con la distancia usual.

Comencemos por recordar que la métrica definida sobre C esta dada por:

d(l’, y) = \/Re(x o y>2 + Im(a: o y)27 Va:, y e C.
Ahora bien, sea (z,)nen una sucesiéon de Cauchy de elementos de C. Entonces

Ve>0,dmeN:p,qgeN,p,g>m=d(z,2,) <e.

Por su parte, tomemos las sucesiones componentes (Re(z,))nen v (Im(z,))nen que
verifican ser dos sucesiones de Cauchy sobre R dado que, de la definicion de distancia,
para cualesquiera p, g > m naturales,

Re(z, — 2,)* < €2 = |Re(z,) — Re(z,)| < ¢,
Im(z, — 2,)? < €% = |[Im(z,) — Im(2,)| < ¢.

Asi, puesto que R verifica ser un espacio métrico completo, entonces ambas sucesiones
n—oo . n—oo

son convergentes, con (Re(z,)) —— Re(z) y, de la misma forma, (Im(z,)) —— Im(2).

De este modo, optaremos por considerar el elemento w = Re(z) + ilm(z). Deberemos

demostrar que w € C y que (z,) —— w. BEs trivial, en primer lugar, que w € C. Vamos

a demostrar, por ultimo, que se satisface la convergencia de la sucesion (z,),eny a tal

elemento:

d(zn, w) = \/Re(z, — w)? + Im(z,, — w)?
= V/(Re(zn) — Re(w))? + (Im(z,) — Im(w))?
= V/(Re(z,) — Re(2))? + (Im(z,) — Im(2))?
<ev2,

lo que demuestra, en definitiva, que (z,) 7% w. Dada la arbitrariedad de la sucesién
de Cauchy inicial (z,)nen, se demuestra que C es completo.
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27. Sea X el espacio de todas las n-tuplas ordenadas x = (&1, . ..,&,) de nimeros reales

Y
d(l’, y) = jg%éxn ‘5] - nj’7

=1,..,

donde y = (1;)je(1,..n}- Demuestra que (X, d) es completo.

Comencemos considerando pues (Z,,)men una sucesion de Cauchy en X. Entonces:

Ve > 0,3k €N:p.g >k = d(,z,) = méx 6P — €9 <e.
j=1,..n

Note que m marca la n-tupla en la que nos encontramos y j el término de dicha n-tupla.
Ahora, para cada j € {1,...,n} fijo se tiene pues que, si p,q > k, entonces

€ — €9 <e. (1.2)

Esto significa que la sucesién de ntimeros reales (fj(»l),gf), ...) es de Cauchy. De ahi,

dada la completitud de R, esta sucesién verifica ser convergente, pongamos, (£ (-m)) meee

j
&5

De esta forma, parece sensato considerar el elemento & = (£, &, ..., &,) como limite

<7 m—ro0

para la sucesion (&,,)men. Deberemos entonces demostrar que £ € X y que (x,,) — &.
Es claro, en primer lugar, que £ € X dado que se corresponde con una n-tupla ordenada
de numeros reales. Pasemos a verificar por iltimo que (z,,) — &. De la expresion (1.2),
haciendo ¢ — o0, seguimos

€7 — gl <e,  Vp>m.

Ademads, dado que para cada j € {1,...,n} tenemos que (5(1), 552), ...) converge a &;,

J
entonces se nota que
d(w,€) = méx |G —¢

<e,
Jj=1,...,n

lo que demuestra que (,,) —— £ y, con ello, (X, d) es un espacio métrico completo.

28. Sea M C U el subespacio formado por todas las sucesiones v = (§;)jen con un
numero finito de términos distintos de cero. Demostrar que M no es completo.

Para la realizacién de este ejercicio, sera aconsejable recordar que M C /., es completo
si, y solo si, es cerrado en /4, (pues este es completo como ya sabemos), lo que resultara
cierto si, y solamente si, el limite de toda sucesion convergente de elementos de M, es
también un elemento de M.

En definitiva, nuestro objetivo sera tomar una sucesion (z,)n,eny en M, hallar el limite
y demostrar que este no pertenece a M. Sea asi pues (x,),eny en M C lo, la sucesion de
término general

0 st j>n,

— st j<n.
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Que, para cada n € N, z,, es un elemento de M resulta trivial dado que presenta un
nimero finito de términos no nulos. Demostrar que la sucesién es de Cauchy también
resultard sencillo. Sea, para ello, ¢ > 0 y tomemos m € N con m + 1 > In(1/¢). Asi, si
p,q € N;p>qg>m:

_ @) _ (o) 0> 1 1
d(xp7xq)_?1€1§|§j = &7 = oot <W

< €.

De hecho, resulta de un razonamiento trivial que (z,) — (1/e") ¢ M, pues esta
sucesion presenta una cantidad infinita de términos distintos de cero.

De este modo, hemos hallado una sucesion de Cauchy de elementos de M y tal que su
limite no resulta un elemento de M, luego entonces se tiene que M no verifica ser cerrado
en /o,. Por lo dicho, ya que (£, d) es un espacio métrico completo, entonces M no verifica
ser completo, tal y como se queria demostrar.

29. Demuestra que el conjunto de todos los nimeros reales es un espacio métrico incom-
pleto si tomamos
d(x,y) = | arctan(x) — arctan(y)].

Para demostrar que (R, d) es un espacio métrico incompleto, bastard pues encontrar
una sucesion de Cauchy que no sea convergente.

. n—o0 . . .7
Como bien sabemos (arctan(n)) —— 7. Ello nos motiva pues a considerar la sucesion

(Zp)nen = (N)nen sobre R. En vista de la convergencia de la sucesion de arcotangentes

arctan(n) — g < g, Ve >0,

para n € N lo suficientemente grande. Realizada esta apreciacién, pasemos pues a
demostrar que (x,),en €s una sucesiéon de Cauchy.

Sea pues ¢ > 0, entonces por lo mencionado existe m € N tal que si n > m, es
|arctan(n) — w/2| < /2. Asi, si p,q € N, p,q > m entonces:

€ €
d(z,, z,) = | arctan(p) — arctan(q)| < |arctan(p) — g‘ + ‘g —arctan(q)| < 5ty =¢6
lo que prueba que (2, ),en es de Cauchy. Supongamos ahora que (x,,),en €s una sucesion

convergente, entonces existira x € R tal que

Ve>0,3m eN:neNn>m=d(z,x) <e,

esto es, d(x,, ) = | arctan(n) —arctan(z)| < € para todo n > m. Pero por lo comentado
al inicio del ejercicio, ha de suceder que arctan(z) = 7/2. Sin embargo, como bien sabemos
de la asignatura Andlisis Matemadtico, arctan(z) < 7/2, para todo x € R, lo que prueba
que (x,)nen NO es una sucesion convergente. Asi, (R, d) no es completo.

30. (Espacio C([a,b])) Demuestra que el subespacio Y C C([a,b]) formado por todas las
funciones x € C([a, b)) tales que x(a) = z(b) es completo.
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Como sabemos (C([a, b]),d) es un espacio métrico completo con la distancia dada por

d(x,y) = max [z(t) —y(t)|,  Va,y e C([a,b]).

te(a,b]

De este modo, demostrar que Y C C([a, b]) es completo se reducird a demostrar que
verifica ser cerrado en C([a,b]). Para ello, sea pues x € Y, entonces existe una sucesién
(Zn)nen en Y tal que (z,,) = z en C([a, b]). Esto es,

Ve >0,9m eN:neNn>m=d(z,,z) <e,

o lo que es lo mismo, maxcjqp) |2n(t) —2(t)| < €, para todo n > m. Asi, para cada t € [a, b]
se nota pues que
|z, (t) — z(t)] < g, Vn > m,

lo que significa, precisamente, que (z,(t)),en €s uniformemente convergente a z(t) en
[a,b]. Asi, dado que se corresponde con una sucesién de funciones continuas en [a, b] que
converge uniformemente, entonces el limite x(¢) es una funcién continua en tal compacto.
Para demostrar que x € Y nos restara notar si z(a) = x(b). Podemos observar de manera
sencilla que

() = x(b)] = |z(a) — zn(a) + 2n(a) = 2n(b) + 2n(b) — 2(b)]
< fz(a) = zn(a)| + |zn(a) — 2n(b)] +|2n(b) — z(b)]

-

= [z(a) — zn(a)| + |2n(b) — x(b)|

< 2méx |x,(t) — z(t)| = 2d(zp, x).
te(a,b]

Tomando limites cuando n — oo, dado que (x,) — x entonces podemos garantizar que
lz(a) — 2(b)| < 2d(z,, 2) 2= 0.

Por lo tanto, z(a) = z(b) y, con ello, x € Y. Asi pues, Y es cerrado y, por el resultado
inicialmente mencionado, (Y, d) es completo.

31. Demuestra que el espacio métrico discreto es completo.

Sea pues (X, d) el espacio equipado con la métrica dada por
dz,y) =0,z =y, dz,y)=1lz#y.
Consideremos (2, )nen una sucesién de Cauchy en (X, d), esto es

Ve>0,dmeN:p.qeN,p,g>m=d(z, 2, <e.

Ahora, si z, # z,, entonces d(z,,z,) = 1, luego no se satisface la definiciéon para
e € (0,1). Por tanto, ha de ocurrir necesariamente que z, = z, para todo p,q > m.
Esto significa que las tinicas sucesiones de Cauchy en este espacio métrico son aquellas
constantes (salvo, a lo sumo, un nimero finito de términos). Pero resulta inmediato que
tales sucesiones son igualmente convergentes, lo que nos permite ya afirmar que (X, d) es
un espacio métrico completo.
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32. En el espacio secuencial S(A) tenemos que una sucesion (x,) — x si, y solo si,
(5’](”)) — & para todo j € N, donde x,, = ({’](n)) yx = (&). Demuestra que S es completo
equipado con la métrica

[e.e]

1 & —njl
d = E ——J V. S

siendo x = (&;),y = (n;).

Para demostrar que S es completo, sea pues (z,),en una sucesién de Cauchy en (S, d).
Entonces, para todo € > 0 existe m € N tal que si p, ¢ > m entonces

l 5(1’) £(Q)|
T H Y14 P )

J}p, .Tq

En particular, para cada j € N fijo, se tendra que

1 1g" -
27 1+ ‘é&](}?) _ §§Q)|

<, Vp,q > m.

La anterior desigualdad puede ser reescrita en los siguientes términos:
(p) () j (p) (@)
|£j - fj | < 2%e(1+ ‘gj _fj ),
o bien,
(1—20e)|ef) — €] < e,
para todo p,q > m. Ahora bien, si elegimos € < 1/27, entonces 1 —2/¢ > 0y, se sigue que
e 1

() _ (9 —
3 & 1—2ie 11— 2

-1, Vp,q > m.

Junto a la afirmacién anterior, resulta sencillo notar que (1/(1—27¢) —1) =297 0. Esto

nos lleva entonces a garantizar que la sucesién (5](1), 5](2), ...) es de Cauchy y, ademés, de

nuameros reales. Por 10 tanto dado que R verifica ser completo, entonces tal sucesién sera
convergente, (fj(n)) LN &;, para cada j € N.

De este modo, podemos servirnos del resultado dado en el enunciado para afirmar
que, si z := (), entonces (x,) — x. De ello, dada la arbitrariedad de (x,)nen, queda
demostrado que S es completo.

33. Demuestra que la sucesion de Cauchy (z,)nen sobre (C([0,1)),d), donde

Az, y) = / () — y(Olde, Y,y € C(0, 1]);

dada por
1
n t e |:O, ﬁ:| 5

! te 11
\/g n27 )

xn(t) =

no es com)ergente.
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Supongamos por contradiccién que (z,),en es convergente. Entonces existird z €
C([0,1]) de modo que

Ve>0,3meN:neNn>m=d(z,x) <e.

Esto es

1

)= [ e o= [l stoja+ |

n

— x(t)‘ dt <e.

-

De este modo, si tomamos limite cuando n — oo, se nota que:

w2
lim d(z,,2z) = lim (/ |n—m()|dt—|—/ ’dt) / |——x )|dt = 0.

Pero segtin lo probado en el ejercicio 4. habria de suceder que z(t) = 1/+/t para todo

€ (0,1]. No obstante observe, evidentemente, que la funcién = ¢ C([0,1]) dado que ni

tan siquiera resulta estar definida para ¢ = 0, lo que supone una contradiccion. Queda asi
demostrado que la sucesién (z,,),en nO es convergente.

34. ;Cudl es la completacion de (X,d), donde X es el conjunto de todos los nimeros
racionales y d(z,y) = |r — y| para todo x,y € X ?

Se presenta el espacio métrico (Q, d), esto es, el cuerpo de los nimeros racionales dotado
de la distancia euclidea. Para analizar la completacion del espacio métrico en cuestion,
acudiremos al teorema de completacion, es decir, buscaremos un espacio métrico completo
(X d) de forma que presente un subconjunto W isométrico a Q y tal que W = X.

Nuestro candidato natural resultara el espacio métrico (R, d), es decir, R equipado con
la métrica usual. Si denotamos W = Q, surge de manera elemental que la aplicacion
identidad actiia como isometria de Q en W. Ademads, que Q = R, es conocido de anélisis
matematico, pues para cualquier z € R, podemos hallar una sucesién (x,, ),en de elementos
de Q de modo que (z,) == x, lo que significa que Q' = R

Todo ello demuestra, en efecto, que (R, d) es la completacién del espacio métrico ini-
cialmente dado (Q,d).

35. 51 Xy y Xy son isométricos y X1 es completo, demuestre que Xy también es completo.

Comencemos recordando que, si X; y X5, con métricas asociadas d, d, respectivamente,
son isométricos entonces existe una aplicacion biyectiva T': X; — X5 tal que

dz,y) =d(T(z),T(y)),  Vz,ye Xi.

Mencionado esto, pasemos a demostrar que X, es completo. Sea pues para ello (xg))neN
una sucesion de Cauchy en X5. Entonces

Ve >0,dm € N : p,q>m:>d( (2))
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No obstante, dado que T es biyectiva, tales elementos a:z(f), x((f) son imagen por esta

. , g ) @
aplicacion de algin elemento en X, esto es, existiran x7(« ), ! ) ¢ Xy, con r,s € N, ele-

mentos de una sucesion (xg))neN de tal forma que T(mgl)) =2, T(:L‘gl)) =27, de donde
la definicién anterior, reescrita, serd

Ve >0,3m e N:rs>m=dT(zV),TV)) <e.

Pero por ser T" una isometria, preserva distancias, de donde

ATED), TE) = d),20) <2, Vs >m.

Esto significa que (x%l))neN verifica ser una sucesiéon de Cauchy en X, y, por ser este

espacio completo, resulta ser convergente, luego existe x € X, tal que x = lim,, :1:%1). Por
definicién, esto indica que

Ve >0,3n9 € N:n>ng=dzlV,z) <e.

Aplicando nuevamente la condicién de que T es una isometria se obtiene pues que

d(zM 2) = d(T(zM), T(2)) = d(z?, T(z)) < e, Yn > nyg.

n

(2)y n—oo

Ello demuestra que (x,’) —— T(z) € X, y, por tanto, dada la arbitrariedad de
Y
(xg))neN, se sigue que X5 es completo, como buscdbamos.

36. Demuestra que C([0,1]) y C([a,b]) son isométricos.

Con objeto de demostrar que los espacios de funciones mencionados son isométricos,
deberemos hallar una aplicacién 7" : C([0,1]) — C([a,b]) de modo que sea biyectiva y
preserve distancias, esto es

d(x,y) = d(T(z),T(y)),Vz,y € C([0,1]),

donde d y d son las distancias asociadas a C([0,1]) y C([a,b]), respectivamente. A tal
efecto, parece sensato considerar T : C([0, 1]) — C([a, b]) dada por

T(x(t)) = xz(a+t(b—a)), Ve C([0,1]).

Demostrar que esta aplicacion esta bien definida resulta sencillo. Para ello, basta re-
cordar el homeomorfismo elemental ¢ — a + t(b — a), visto en topologia general, y que
establece una biyeccién continua entre los cerrados [0,1] y [a, b]. Precisamente, por este
mismo motivo, la biyectividad queda garantizada en la aplicacién T, y nuestro mayor
esfuerzo residird en la prueba de que, efectivamente, T preserva distancias.

Con tal objetivo en mente, sean z,y € C([0, 1]). Entonces

d(T(x), T(y)) = max T (x(t) = T(y(t))| = max [z(a+t(b—a)) —yla+1(b—a))l.
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Sea ahora pues s = a + t(b — a), entonces se sigue de ello que:

méx |z(a + t(b — a)) — y(a +t(b — a))| = max |z(s) — y(s)| = d(z,y).
te[0,1] s€(a,b]

De aqui, d(T'(z),T(y)) = d(x,y), para todo z,y € C([0,1]). Esto prueba que T es una
isometria sobreyectiva y, por lo tanto, los espacios de funciones en cuestion verifican ser
isométricos.

d

37. Si (X, cZ) es completo, demostrar que (X, d) también lo es, donde note d= THa-

Sea pues, con objeto de probar que (X, d) es completo, (x,,),en una sucesion de Cauchy
en (X, d). Entonces

Ve>0,dmeN:p,qgeN,p,qg>m=d(z, z,) <

Do ™

Observe de ello que

- d(xp, x,) £/2 <
d = =t 2
(2p, ) Tt d(ay, ) 1t dgpe,) 2

Vp,q > m,

lo que significa que (2, )nen es una sucesién de Cauchy en (X, d). Dado que este espacio
verifica ser completo, entonces existe x € X tal que x = lim,, z,, respecto a la métrica d.

Asi
Ve > 0,3my €N:n€N,n>m1:>ci(:Un,x) <e.

Asumiendo ¢ € (0,1), podemos notar que

d(xy,, )
1—d(zy,z)

- d(x,, )

A7) =~ i, 0) =
(0, ) 1—i-d(ar:n,ac):> (n, )

Vn > my.

Vea que esta expresion tiene cabida debido al € considerado, pues 1 — ci(xn, xr) > 1—ces
un elemento de (0, 1), para todo n > m;. Asi pues, basta considerar my := max{m, m; },
de donde

d(xp, x) < d(zp, xs) + d(zs, x)

= d(z,,xs) + —d(iﬁs’ 7)
1 —d(xg,x)
€ € 3e —¢?
<+ =

2 1—¢ 2(1-¢)
_E(3zE) =0t
C2\1—¢ ’

para todo n,s > mg, lo que demuestra que, efectivamente, (z,),en €s convergente en
(X,d). Por ello, dada la arbitrariedad de la sucesién de Cauchy inicialmente tomada, se
prueba que (X, d) es completo.
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38. Si (xn)nen ¥ (X))nen Son sucesiones convergentes en un espacio métrico (X,d) y
tienen el mismo limite [, demuestra que lim, d(z,,x!) = 0.

Por propia definicién de convergencia se tiene que

Ve>0,3m; e N:neNn>m; = d(x,l) <

)

Ve >0,dmy e N:neN,n>my=dx,l) <

N DN M

Ahora, una sencilla aplicacion de la desigualdad triangular nos proporciona que, si
n € N, con n > max{my, my}

€

d(awn, 7)) < () +d(la)) < S+ 5 = .

[\

Ello prueba que, efectivamente, lim,, o, d(x,,x}) = 0.

39. Si (xn)nen es una sucesion de Cauchy en (X,d) y (2))nen €s otra sucesion sobre el
mismo espacio métrico tal que se satisface que lim, d(x,,z)) = 0, prueba que (z,)nen €S
de Cauchy.

Dado que (x,),en es una sucesiéon de Cauchy entonces se verifica que

Ve >0,3m; € N:p,ge N, p,g>my = d(z,,z,) < %

Ahora, vea que la condicién lim,, ., d(z,, z)) = 0, equivale a expresar que

Ve >0,dmy € N:n € N,n>my = d(z,, 7)) <

Wl ™

Con todo ello, acudiendo a la desigualdad triangular, si p, ¢ > m := max{m, my}

d(z,, x,) < d(x,, 1) + d(xp, 24) + d(zg, 7)) < % + % + % =e.

De esta forma se demuestra que la sucesion (], )nen es de Cauchy, tal y como buscabamos.

40. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Supongamos que G,, C X es un subconjunto
denso y abierto para n € N. Demuestra que M2 ,G,, es no vacio. Encuentra un espacio
métrico no completo para el cual esto no sea cierto.

De hecho, podemos decir mds: N;° G, es denso en X. Demuestra esto haciendo uso
del resultado que garantiza que un subespacio cerrado de un espacio métrico completo es
completo.

Recuerde que la densidad de un subconjunto de un espacio métrico puede caracterizarse
a través de la bolas, esto es, GG,, serd denso si contiene un punto en cada bola que podamos
definir sobre el métrico X. Asi, si GG,, es abierto y denso, entonces su complementario
F, = X — G, es cerrado y no contiene completamente a ninguna bola. Por el teorema
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de categoria de Baire se sigue entonces que Uy F,, # X, lo que nos proporciona que
M52, G £ 0.

Para demostrar que Ny ,G,, es denso, necesitaremos probara que este tiene un punto
en cada bola que podamos definir. A tal efecto, consideremos, para cada r € X y € > 0,
la bola cerrada F' = B(z, ), que puede ser vista como un espacio métrico completo por si
misma equipada con la métrica inducida por X. Los conjuntos O,, = F N G, son abiertos
y densos en F. Asi, usando la primera parte del ejercicio, que acabamos de demostrar,
se sigue que NP, 0,, # 0, esto es, F NN, G, # 0. En otras palabras, N2, G, tiene un
punto en la bola F' = B(x,¢), lo que garantiza, dada su arbitrariedad, que N ,G,, es
denso en X.

Finalmente, para un espacio métrico donde esto no es cierto, consideremos el cuerpo

de los nimeros racionales Q equipado con la métrica d(z,y) = |z —y|, para todo x,y € Q,
y tomemos G, = X — F,, = Q — {q¢.}.
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