Prologo

El manual “Curso de Mateméticas Aplicadas a la Empresa” esta disenado
para los alumnos del Master Interuniversitario en Matematicas que se inician
en el mundo de la empresa. Por ello, este libro contiene un resumen de los
aspectos mas cuantitativos de la Matematica Financiera y del Analisis de

Inversiones.

Este manual se ha estructurado como se indica a continuacién. En pri-
mer lugar, se establecen las bases del proceso de decision financiera mediante
la introduccién de las relaciones de preferencia e indiferencia (equivalencia)
financiera, que se articulan a través del concepto de ley financiera (de capita-
lizacién o de descuento). Aqui el alumno tiene la oportunidad de conocer un
nuevo espacio vectorial: el espacio vectorial de los capitales financieros segin
una ley financiera de valoracion previamente fijada. También se establecen
las bases para definir la equivalencia entre dos conjuntos de capitales finan-
cieros, lo que da origen al concepto de saldo financiero o reserva matematica

de una operacién financiera.

El concepto de ley financiera es suficientemente amplio para dar cabida,
sobre todo en investigacién, a multitud de expresiones particulares de una

ley. No obstante, en este curso, se analizan las leyes clasicas de capitalizacion
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(capitalizacién simple y capitalizacién compuesta) y de descuento (descuento
comercial, descuento racional y descuento compuesto), cada uno de ellos con
las expresiones concretas de sus magnitudes derivadas (factor, rédito, tanto,

tanto instanténeo e interés/descuento).

El siguiente bloque estd dedicado al importante concepto de renta (pre-
pagable, pospagable, diferida, anticipada, unitaria, constante, variable, frac-
cionada, discreta, continua, temporal perpetua, etc.) que va a dar paso a la
teoria del andlisis de inversiones y al estudio de las operaciones clasicas de

constitucién y de amortizacion de capitales.

El manual estd pensado como una herramienta de trabajo para los alum-
nos del Master, por lo que las demostraciones de los resultados presentados en
el mismo no se han incorporado al material docente y son los estudiantes los
que deberan aportar soluciones basandose en los conocimientos previamente

adquiridos durante sus estudios de Grado.

Como autoevaluacion de los conocimientos adquiridos, el manual contie-
ne, en la seccién final, una compilacién de ejercicios sobre los principales
aspectos tratados en el curso. La superacion de estas actividades facultan
al alumno para enfrentarse a nuevos contenidos, mas avanzados, de la Ma-

tematica Financiera.

LOS AUTORES.

Salvador Cruz Rambaud y Javier Sinchez Garcia



Capitulo 1

Fundamentos de decision

financiera

1.1. Bases para la decisién financiera

Todo sujeto econémico prefiere los bienes presentes sobre los futuros a
igualdad de cantidad y calidad, y ello significa que el tiempo influye en la

apreciacion de los bienes econdmicos.

El tiempo es denominado bien econémico negativo, en cuanto que el aleja-
miento de la disponibilidad de un bien debe ser compensado con un aumento
de cuantia para que sean indiferentes (principio de subestimacion de las ne-

cesidades futuras).

Se denomina capital financiero a la medida de un bien econémico referida
al momento de su disponibilidad, vencimiento o entrega. Es, por tanto, una

magnitud bidimensional (C,t), siendo C' € R y ¢t € R.
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12 1.1. Bases para la decisién financiera

Se denomina espacio financiero E al conjunto de todos los posibles valores

del capital financiero:

E={(Ct)/CeR"; te R} =R" xR.

(Ca,t9)
(C1,t1)

Figura 1

Principio de sustitucion o proyeccion financiera: el sujeto econémico es
capaz de establecer un criterio de comparacion entre capitales de una forma

indirecta a través de la proyeccién o valoracion en un punto de referencia p.

Salvador Cruz Rambaud y Javier Sinchez Garcia



Curso de Matemaéaticas Aplicadas a la Empresa 13

(C.t) (c',t)

V/

Figura 2

Dos capitales (C1,t1) y (Ca,t2) son equivalentes cuando tienen el mismo

sustituto o proyeccion V' en p:

[(C1,t1) ~p (Ca, t2)] & [proy,(Cy, t1) = proy,(Ca, t2)].

~, verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, por lo que es

una relacion de equivalencia. E1 conjunto cociente es:

E' = B/ ~p={(V.p)/V = proy,(C,1)}.

Dados dos capitales (Cy,t1) y (Cy, t2), diremos que (Cy, to) es preferible o
indiferente a (C1,t1) si se verifica que V5 = proy,(Cs, t2) es mayor o igual a

‘/1 = prOYp(Cla tl):
[(C1,t1) 2p (C,t2)] & [proy,(C1,t1) < proy,(Cy, ta)].

=, verifica las propiedades reflexiva, transitiva y conexa sobre 'y, ademaés,

la propiedad antisimétrica sobre E’, por lo que es una relacion de orden total.
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14 1.1. Bases para la decisién financiera

La expresion o modelo matemaético del criterio de proyeccion financiera
que, para todo (C,t), permite obtener V', fijado p, recibe el nombre de ley

financiera aplicada en p y se simboliza por:
V = F(C,t,p) = proy,(C,1).

» Cuando t < p, F(C,t,p) = L(C,t,p), se denomina ley financiera de

capitalizacion en p.

» Cuando t > p, F(C,t,p) = A(C,t,p), se denomina ley financiera de

descuento en p.

Se llama ley financiera completa en p a una expresion:

L(C,t,p), para t<p.
F(C.t.p) = (C.t,p), p p
A(C,t,p), para t>p.

Al variar p, se obtiene una familia de leyes financieras del mismo tipo
que se denomina sistema financiero de capitalizacion, para t < p, sistema
financiero de descuento, para t > p y sistema financiero completo, si es

valido tanto para t < p como para t > p.

Al criterio de proyeccién financiera le exigiremos las siguientes propieda-

des:
1. F(C,t,p) > 0.
2. F(C,t,p)=C-F(1,t,p) =C - F(t,p).

3. F(C,p.p) = F(C.t,1) = C.
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4. AfF(t,p) PF( p)

<0y > 0.

Cuando sean derivables:

OF (t,p) OF(t,p)
o 0V T,

> 0.

Como consecuencias, se deduce que:

1. L(t,p) > 1,cont <py A(t,p) <1,cont > p.

2. (C1,t1) ~p (Cg,t2) & Vi = Cy - F(t1,p) = Cy - F(ta,p) = Va.
3. (C1,t1) 2, (Co,te) & Vi =Cr - F(ty,p) < Cy - F(te,p) = Va.

El capital (S,7) es suma financiera de (C1,t;) y (Ca,ts), si se verifica
que la proyeccion financiera del capital suma (S, 7) es igual a la suma de las
proyecciones en p de los capitales sumandos (C1,t1) y (Cs, ta). Asi, denomi-

nando:

‘/1 = prOYp(Olatl) = Cl . F(tlap)? ‘/2 = prOYp(027t2) = CQ : F(t27p)

Vs = proy,(S,7) = S - F(7,p),
[(Cr, 1) + (Co,t2) = (S,7)] & [Vs = Vi + V2,
0, lo que es lo mismo,

S-F(r,p) = Cy- F(ty,p) + Cy - F(ta,p).

La operacién suma financiera es cerrada en E’, verifica las propiedades

asociativa y conmutativa y tiene como elemento neutro el capital nulo (0, p),
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16 1.1. Bases para la decisién financiera

por lo que dota al conjunto E’ de los capitales financieros de la estructura

de semigrupo conmutativo.

Por un proceso de simetrizacién respecto a la suma, puede ampliarse el
espacio financiero E’ dando entrada a los capitales de cuantia negativa, que
tendrian sentido subjetivando el capital financiero, es decir, distinguiendo con
referencia a una persona entre capital positivo o acreedory capital negativo

o deudor. El nuevo espacio obtenido es E/, que incluye a E'.

En E la suma financiera tiene elemento simétrico, por lo que (E/, +) es
un grupo conmutativo. A continuacién, se define el producto de un capital

financiero por un ntmero real de la siguiente forma:
[a - (Ch,t1) = (Co,t2)] & [a- V1 =V,
0, lo que es lo mismo,
a-C1.F(ty,p) = Cy - F(ts, p).

Se verifican las propiedades: distributiva respecto a la suma financiera,
distributiva respecto a la suma en R, asociativa respecto al producto en R y

existencia de elemento neutro 1 € R.

. — . .
El conjunto £ con las dos operaciones: interna (suma) y externa sobre

el cuerpo de los niimeros reales R goza de las propiedades que caracterizan
. : —/ . :

la estructura de espacio vectorial, por lo que a E se le denomina espacio

vectorial financiero.
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1.2. Operaciones financieras

Se entiende por operacion financiera toda acciéon por la que se intercam-
bian o sustituyen unos capitales financieros por otros con distintos venci-
mientos. Se denomina origen de la operacién al punto donde vence el primer
capital y final al momento de vencimiento del ultimo capital. La diferencia

entre ambos vencimientos es la duracidn.

La persona que entrega el primer capital inicia la operaciéon como acree-
dora y a su compromiso total se le denomina prestacion. Por el contrario, la
persona que recibe ese primer capital es inicialmente deudora y a su compro-

miso total se le designa contraprestacion.

Se establece el postulado de equivalencia en las operaciones financieras:
“Toda operacién financiera implica la existencia de una equivalencia finan-
ciera entre las sumas de los capitales que componen la prestacion y la con-
traprestacién, en base a una ley financiera previamente fijada y aceptada por

ambas partes”.

Cuando la ley financiera es conocida, la operacién se denomina perfecta

y, en caso contrario, recibe el nombre de imperfecta.

Las condiciones sustantivas son las que explicitan el postulado de equi-
valencia financiera entre los compromisos de ambas partes, es decir, la ley
financiera, cuando todos los capitales que integran la operacién tengan ven-
cimiento cierto y, en caso contrario, la ley financiera y el modelo de proba-
bilidad que describe el fenémeno aleatorio asociado a los vencimientos de los

capitales.

Las condiciones formales son aquéllas que, sin tener el alcance de las
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18 1.2. Operaciones financieras

anteriores, sirven para concretar la operacion.

Las operaciones financieras pueden clasificarse atendiendo a distintos cri-

terios:
= Segun la naturaleza de los capitales que la integran:

e Operaciones financieras ciertas.

e Operaciones financiero-aleatorias.
= Respecto a la forma de su definicion:

e Operaciones predeterminadas o definidas ex ante.

e Operaciones posdeterminadas o definidas ex post.
= En base al grado de liquidez interna:

e Operaciones con liquidez interna total.

e Operaciones con liquidez interna parcial o condicionada.
= En cuanto a su duracién:

e Operaciones a corto plazo.

e Operaciones a largo plazo.
= Observando la distribucién de los compromisos de las partes:

e Operaciones simples.

e Operaciones compuestas.

= Atendiendo a la posicién del punto p de aplicacion:
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e Operaciones de capitalizacion.
e Operaciones de descuento.

e Operaciones mixtas.
= Segun el sentido crediticio de la operacion:

e Operaciones de crédito unilateral.

e Operaciones de crédito reciproco.
= Respecto a las condiciones sustantivas:

e Operaciones homogéneas.
e Operaciones heterogéneas o complejas.

Supongamos una operacién financiera cierta, compuesta y homogénea,

definida por el intercambio entre los dos conjuntos de capitales siguientes:
Prestacion = {(C4,t1),(Cayta), ..., (Comstm)},

Contraprestacién = {(C1, 1)), (C3,5), ..., (Cy, )},

en base a la ley financiera F(t,p), siendo t; el origen y t; =t,, 6 t; =t el

final de la operacién.

El postulado de equivalencia en las operaciones financieras:

{<Cl> ti)H)il ~F(t,p) {(ij t])

obliga a que se verifique la igualdad entre las sumas de los capitales que
componen la prestacion y la contraprestacion en cualquier punto 7:
~ F(t p " _F(t,p)
S = Ci———= il C—1—" =9,
2 “Frp ~ & Frp
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20 1.2. Operaciones financieras

habiendo representado con S y S’ las cuantias de los capitales (S, 7) y (S', 1),

suma financiera en 7 de la prestacion y contraprestaciéon, respectivamente.

Supuesto que 7 es un punto intermedio de la operacion, es decir, contenido
en su intervalo de definicién 7 € [t1,tf], divide a ésta en dos partes sin
elementos comunes: la operacién pasada o contenida en el intervalo [ti, 7]
y la operacién pendiente o futura, contenida en el intervalo (7,ty]. Asi, los
capitales (S, 7) y (5, 7) pueden descomponerse en dos sumandos. En efecto,

si llamamos:
(S1,7) = Suma en 7 de los capitales de la prestacién anteriores a 7 o com-

prendidos en el intervalo [t, 7],

(S2,7) = Suma en 7 de los capitales de la prestacién posteriores a T o con-

tenidos en el intervalo (7,1,

(S1,7) = Suma en 7 de los capitales de la contraprestacién anteriores a 7 o

comprendidos en el intervalo [t, 7],
(S5, 7) = Suma en 7 de los capitales de la contraprestacién posteriores a 7
o situados en el intervalo (7,t¢],

se verifica que:
S=81+4+8=5+5=25"
Trasponiendo términos, resulta:
Sy — 81 =8-S =R/
El capital (R, 7) expresa la diferencia de cuantias entre las sumas en 7

de la prestacién y contraprestacion pasadas:

Rf=5-8
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y también entre las sumas en 7 de la contraprestacion y prestacién futuras:
+ /
RT — S2 - SQ

El capital (R, ) recibe el nombre de reserva matemdtica o saldo finan-
ciero en T por la derecha y es el capital que restablece el equilibrio financiero

entre las obligaciones pasadas y también entre las futuras.

La determinacién de la cuantia de la reserva R} a través de la diferencia

de valor de los compromisos pasados:
Rf=5,-5]

recibe el nombre de método retrospectivo, designandose método prospectivo a

la obtencién de R como diferencia de valor de los compromisos futuros:
—+ /

Existe un tercer método para el calculo de la reserva matematica de una
operacién financiera en un punto 7, que se basa en el conocimiento de la
reserva en un punto anterior 7y, y en la parte de operaciéon comprendida

entre ambos, y que recibe el nombre de método recurrente.

Consiste en realidad en aplicar el método retrospectivo, pero sustituyendo
el intercambio de capitales realizado con anterioridad a 71 por la entrega del
capital tinico (R}, 7)) por parte de la prestacion o de la contraprestacién

seguiin que el signo obtenido al calcularlo hubiese sido positivo o negativo.

Si en lugar de descomponer la duracién [t;,tf] en los intervalos [ti, 7] U
(7,t¢] lo hacemos en [t1, ) U [T, ty], es decir, incluimos el punto 7 junto con

la parte de operacion futura y no con la pasada, surge el concepto de reserva
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22 1.2. Operaciones financieras

matemdtica en T por la izquierda, cuya cuantia representaremos por R, en

contraposicién con la reserva por la derecha R}.

Esta distincion solo tiene sentido en los puntos en que venza algin capital,
pues sélo en estos puntos seran distintos los valores R y R, siendo su dife-

rencia justamente la cuantia de ese capital. Si C; pertenece a la prestacion:
Rf = R- + C;,
o, si C pertenece a la contraprestacion:
Rf =R - C..
En el origen:
- _0 pt—
tl —_— O, Rtl — Cl.
En el final:
Rff =0; R;f =—-Cp, 6C..
Capitales financiero-aleatorios son aquellos en los que al menos una de

sus componentes no es conocida de forma cierta, sino en términos de proba-

bilidad.

Formalmente el capital financiero-aleatorio se define como “toda varian-
te bidimensional (£,7) que representa a todos y cada uno de los posibles

capitales asociados a los resultados de un fenémeno aleatorio”.

Con € se indica la componente unidimensional cuantia aleatoria y con n el
vencimiento aleatorio. La funcién de distribucién de la variante bidimensional

o funcién de distribucion conjunta se expresa por:

G(C,t) = Prob(§ < C,n < 1).
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Fijado un criterio de proyeccién en p, cada concrecién (C, t) de la variable

(&,m) tendra una proyeccion cierta en p: (V) p).

Si con £ representamos la variante unidimensional que recoge las proyec-

ciones en p de cada una de las posibles concreciones (C,t):

(577]) ~p (§,7p> ~ (g/7p>)

siendo la primera una equivalencia financiera y la segunda una equivalencia

estadistica.

Los postulados y definiciones fundamentales de la Matematica de las O-

peraciones Financieras son:

Postulado 1. Principio de sustitucion o proyeccion financiera para capi-
tales ciertos: “Dado un punto p de referencia y un capital cualquiera (C,t),
existe un criterio que permite obtener el capital (V,p), llamado proyeccién o

sustitucién financiera en p”.

Postulado I1. Principio de sustitucion para capitales aleatorios: “El ca-
pital cierto (V, p) es la proyeccion o sustituto del aleatorio (&, n) si se verifica
V = FE[¢] = ¢, siendo ¢ = proy,(&,n) la variante cuantia de los capitales
sustitutos o proyecciones en p, correspondientes a cada uno de los posibles

b

valores de (§,7)

Definicién 1. Fquivalencia financiera de capitales: “Dos capitales ciertos
o aleatorios son equivalentes respecto a una determinada ley financiera en p,

cuando tienen el mismo sustituto cierto en dicho punto”.

Definicién I1. Relacion de preferencia financiera: “Un capital cierto o
aleatorio es preferible o indiferente a otro cuando se verifica que la proyeccién

financiera del primero es mayor o igual que la del segundo”.
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24 1.2. Operaciones financieras

Definicién II1. Producto de un capital por o > 0: “Se denomina producto
de un capital cierto o aleatorio por a > 0 a un nuevo capital cuya cuantia

cierta o aleatoria ha sido multiplicada por «”.

Definicién IV. Suma financiera de capitales: “Un capital cierto o alea-
torio es la suma financiera de un conjunto de capitales ciertos o aleatorios
cuando se verifica que la proyeccién financiera del primero es la suma de las

proyecciones financieras de los sumandos”.

Definicién V. Equivalencia y relacion de preferencia entre conjuntos de
capitales: “Dos conjuntos de capitales ciertos o aleatorios se dicen equivalen-
tes, o el primer conjunto preferido al segundo, cuando lo son sus correspon-

dientes capitales sumas”.

Postulado III. Principio de equivalencia en toda operacion financiera:
“Toda operacion financiera presupone la existencia de una equivalencia fi-
nanciera entre los conjuntos de capitales que constituyen la prestacion y la

contraprestacion de acuerdo con una ley financiera previamente establecida”.

Salvador Cruz Rambaud y Javier Sinchez Garcia



Curso de Matemaéaticas Aplicadas a la Empresa 25

1.3. Magnitudes financieras

Son magnitudes fundamentales aquéllas que tienen la propiedad de per-
mitir elegir independientemente entre si sus unidades de medida y son consi-
deradas base de las restantes magnitudes. Como magnitudes fundamentales
y primarias de la disciplina, tomamos las componentes del capital financiero,
esto es, la cuantia y el vencimiento simbolizados por C'y t, respectivamente.
De esta forma, las demas magnitudes tendran una dimension con respecto a

la cuantia y otra respecto al tiempo.

Toda magnitud obtenida como resultado de operaciones realizadas con

las fundamentales se denomina magnitud derivada.

Sean dos capitales (C1,t1) v (Cs,t3), con t; < ta, equivalentes segin una

ley financiera F'(t,p):
[(C1,t1) ~p (Co,t2)] & [Cr - F(tr,p) = Co - F(l2,p))-

Si comparamos por cociente las cuantias, nos queda:

CZ o F(tlap)

— = = f(t1,t2,p) > 1,
Cl F(tg,p) f( 1,02 p)

cociente que recibe el nombre de factor financiero de desplazamiento positivo

0 a la derecha asociado al intervalo (t1,t):
Cy = Cy - f(t, ta, p).

Al cociente reciproco:

Cl o F<t27p>

— = = f*(t1,t2,p) < 1,
02 F<t17p> f(l 2p>
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26 1.3. Magnitudes financieras

es decir, al inverso de f(t1,12,p):

1
f(tlat%p),

se le denomina factor financiero de desplazamiento negativo o a la izquierda

[ (t1,ta,p) =

asociado al intervalo (ty,ts):
Cr=Cy- f*(t1, t2,p).

El factor financiero es una magnitud adimensionada o de dimension cero.
En los casos concretos de factores referidos a leyes de capitalizacion y a leyes

de descuento, la notacion y denominaciones son:

1. Factor de capitalizacion: u(tq,ts,p) = C—f = % > 1.

2. Factor de contracapitalizacion: u*(ty,ts,p) = g—; = % < 1.

3. Factor de descuento: v(tq,t2,p) = % = % < 1.

4. Factor de contradescuento: v*(tq,t2,p) = g—f = ig;i;

> 1.
Propiedades:

1. Propiedad multiplicativa para intervalos consecutivos.

2. Posibilidad de expresar la ley en funcién de los factores.

Se designa con el nombre de rédito al complemento a la unidad, toma-
do en valor absoluto, del correspondiente factor. Partiendo de una ley de

capitalizacién L(t, p), se obtiene:

1. Rédito de capitalizacion:

L(t1,p) — L(t27p).

(1,1 = u(ty.t —_ 1=
Z( 15 2,19) U( 15 271?) L(tg,p)
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2. Rédito de contracapitalizacion:

L(t1,p) — L(tz,p)'

i*(t1,t2,p) = 1 —u*(ty,t2,p) = L(t1, p)

Los réditos son magnitudes de dimension cero. Se verifica que:

i(tl)t%p) - Z.*(tla t27p) : U(tth,p),

0, lo que es lo mismo:

’i*(tl,tg,p) = i(tl,tg,p) . U*(tl,tQ,p).

Por tltimo, el rédito de capitalizacion acumulado o referido a p se define

como la variaciéon de L(t,p) al pasar de t; a to:

§(t1,ta,p) = L(t1, p) — L(t2, p).

Se verifica que:

f(tlﬂf%p) = i(tlat%p) ' L(t27p) = Z-*(tbt%p) ’ L(tbp)

Se trata también de una magnitud de dimensién cero. Si partimos de una

ley de descuento A(t,p), surgen las expresiones:

1. Rédito de descuento:

A(ty,p) — A(t2, p)
A<tlap) .

d(tlpt%p) =1- U(t17t27p) =

2. Rédito de contradescuento:

Alt1,p) = Alta.p)

d*(ty,t =v"(ty,1 —1=
(1, 2717) (% ( 15 2,17) A(tQ,p)
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28 1.3. Magnitudes financieras

3. Rédito de descuento acumulado:
n(tlat%p) = A<tlap) - A<t25p)

Propiedades:
1. Posibilidad de expresar la ley en funcion de los réditos.

2. El rédito acumulado o referido a p goza de la propiedad aditiva para

intervalos consecutivos.

3. Para cualquier intervalo (¢, p) (resp. (p,t2)) de extremo superior (resp.
inferior) p se verifica la igualdad entre el rédito de capitalizacién (resp.

descuento) y el rédito acumulado.

Se da el nombre de tanto a la magnitud que resulta de dividir el rédito
por la amplitud del intervalo a que corresponde. Surgen asi para una ley de

capitalizacion las siguientes magnitudes:

1. Tanto de capitalizacion:

(ty,t Lt — L(t
p(tl,tg,p) _ Z( 17_27p) _ ( 17p> (_27p>
ty —t L(ta,p) - (ta — 1)

2. Tanto de contracapitalizacion:

* i*(tlat%p) L(thp) _L(t27p)
t1,t9,p) = = )
Pt 2, p) ty —t L(ty,p) - (t2 — 1)

3. Tanto de capitalizacion acumulado:

b, t L(t1,p) — L(t
M(tl,tz,p) _ 6( 15 27p) _ ( 17p) ( 27])).
t2—t1 tQ—tl
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Se trata de magnitudes de dimensién —1 respecto del tiempo y cero res-
pecto de la cuantia. La magnitud tanto instantdneo se define como el limite
del tanto ordinario cuando la amplitud del intervalo tiende a cero. Las ex-

presiones en el caso de capitalizacién y supuesta L(t, p) derivable son:

1. Tanto instantaneo de capitalizacion:

, L(tp) = L(t+h,p) _ ="
t =1 t,t+h =1 4 L = L.
p(t,p) = lim p(t,t + h, p) = lim L+ hp) - h TG, p)

2. Tanto instantdneo de contracapitalizacion:

) L(tp) = Lt +hp) "
“(t,p) = lim p*(t,t + h,p) = 1 : ELA [
p'(t,p) =l p(t, ¢ + h, p) = lim i) h TG, p)

3. Tanto instantdneo acumulado:

_ 1 . L(t,p)— L(t+h,p) —OL(t,p)
p(t,p) = lim pu(t, ¢+ h, p) = lim ; =—2 "

Como puede verse, los tantos instantaneos de capitalizacion y de contra-

capitalizacion coinciden:

—% _ —dIn L(t, p)
L(t,p) ot

p(t,p) = p*(t,p) =

Por 1ltimo, partiendo de una ley financiera de descuento, surgen los si-

guientes tantos:

1. Tanto de descuento:

d(t1,t2,p) _ A(ti,p) — Al(ta, p)
to —t1 A(ty,p) - (ta —t1)

d(t1,t2,p) =

2. Tanto de contradescuento:

* _ d*<t17t27p) _ A(tbp) — A(t27p)
Oty fo,p) = ta—t  Alty,p)- (a—t)
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3. Tanto de descuento acumulado:

n(ti,t2,p A(ti,p) — Alta,p
it p) = Bt2) A2 = AlloD),

4. Tanto instantdineo de descuento:

i o A(t,p)— A(t+h,p)
ot p) = ot + hop) = lim === =

| Y —0A(,p)
A(t,p) ot

5. Tanto instantaneo de descuento acumulado:

, ., A(t,p) — A(t + h, —0A(t,
(t.p) = lim vt + b p) = lim AP ZACERD) ZONED)

Conocido el tanto instantaneo acumulado, puede obtenerse la ley finan-

clera:
D
L(t,p) =1 +/ pi(x, p)dz.
t

Ademas, conocido el tanto instantaneo, puede determinarse directamente

la expresion del factor financiero para un intervalo cualquiera (t1,,):
u(ty, to, p) = ot plap)dz
o la expresion de la ley financiera:
L(t,p) = el plep)de,

Igual que en capitalizacion, integrando en las expresiones del tanto ins-

tantaneo de descuento y del tanto instantaneo de descuento acumulado para
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los intervalos (p,t) y (t1,t2), se obtienen las expresiones de la ley financiera

y del factor de descuento:
t
p

'U(t17 t2,p) —e ftlz 5(3771))(11'
A(t7p) =e fzf 6(1’yp)d50‘

Dados dos capitales de igual cuantia y distintos vencimientos (C,t;) y
(C,ts), con t; < tg, sabemos que el primero es preferible financieramente al
segundo, siendo su diferencia (C,t;) — (C,t3) otro capital financiero (R, )

tal que verifica:
[(07 tl) - (Ca t2) = (R7 7_)] <~ [(Ca tl) = (07 t2) + (R7 T)]

Partiendo de una ley de capitalizacién L(t,p) y considerando 7 = ¢,

T =1ty 6 T = p, resultan los siguientes intereses:

(R, 7') = (C, tl) — (O, tg) =

(I,t3) = interés ordinario o pospagable
=4 ([*,t;) = interés anticipado o prepagable
(I,,p) = interés acumulado o en p.

Los valores I, I* e I, pueden obtenerse, respectivamente, de las expresio-

nes:
I=C-ulty,ty,p) —C = C-[ufty,ta,p) — 1] = C - i(ty, t2,p),

I* - C - O : U*(t17t27p) = C . [1 - U*(tlatQap)] = O : i*(t17t27p)a
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I, =C- L{ty,p) = C- L(tz,p) = C - [L(t1,p) = L(t2,p)] = C - £(t1, 12, p).

Los intereses son magnitudes de dimension 1 respecto de la cuantia. Si
en lugar de trabajar con una ley de capitalizacion lo hacemos ahora con una

ley de descuento A(t,p):

(R, T) = (C, tl) — (C, tg) =

(D,t;) = descuento ordinario o prepagable
=4 (D* t3) = descuento diferido o pospagable
(D,,p) = descuento acumulado o en p.

Los valores D, D* y D, pueden obtenerse, respectivamente, de las expre-

siones:
D=C—C- vt ty,p) =C-[1 —v(t,ts,p)] = C-d(t1,t2,p),

D* =C -v*(t1,te,p) —C =C - [v*(t1,t2,p) — 1| = C - d*(t1, t2, p),

D, =C - A(t1,p) — C - A(ts,p) = C - [A(t1,p) — Alt2,p)] = C - n(ts, ta, p).
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