Prefacio.

En el siglo XVII, los matematicos Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz “descubrieron” el
célculo infinitesimal, ocasionando que las matemaéticas cambiaran para siempre. En esa época del
Renacimiento se desarrollaba la cultura del momento y consecuentemente la comunidad cientifica se
torna mds abierta a compartir ideas y conocimiento. La interaccion entre matemaéticos condujo al
desarrollo de innumerables descubrimientos. Por consiguiente, la combinacién del descubrimiento
del célculo infinitesimal y una mayor comunicacién, condujeron a un gran nimero de desarrollos
que nunca antes se habian producido.

En este manuscrito, se nombran a tres grandes matemadticos como representantes de los Teoremas
de: Green, Stokes y Gauss. Ninguno de estos teoremas fue descubierto y demostrado por un solo
hombre, sino por varios a lo largo de muchos afios. Lagrange (1736-1813), fue el primero en buscar
una prueba del Teorema de la Divergencia o de Gauss, y aunque no pudo demostrarlo, inicié un
viaje que continuaria Gauss (1777-1855) realizando grandes avances en la fisica y la matematica.
Sin embargo, Ostrogradsky (1801-1861), obtuvo una demostracién formal. Por otro lado, el Teorema
de Green se convirtid en el proximo gran desafio, Green (1793-1841) propuso el teorema sin
demostracién y su trabajo habria quedado olvidado sin la ayuda de Thomson (1824-1907). Fue
entonces cuando Cauchy (1789-1857) demostré el teorema mientras estaba involucrado con su
propia integral de Cauchy.

Finalmente, con el Teorema de Stokes las matemadticas adoptaron un enfoque mucho maés
polivalente. En un principio, Green propuso por primera vez el teorema y nuevamente Thomson se
dio cuenta de su gran poder y lo transmitié a la comunidad cientifica. Stokes (1819-1903) utiliz6 el
teorema como un problema en uno de sus exdmenes y por esa razén el teorema pasé a ser conocido
por su nombre.

Varios afios después, Hankel (1839-1873) lo demostré germinando la disciplina de las Matemadti-
cas Aplicadas, dando sentido y solucidn a diferentes problemas de fisica e ingenieria.

Estos teoremas han tenido una gran influencia en la ciencia con aplicaciones que involucran elec-
tricidad, magnetismo, gravedad e incluso el flujo del calor. En la actualidad, se tienen explicaciones
y soluciones a problemas que antes solo se imaginaban. Estos matematicos han formado parte de las
mentes mads brillantes de la historia y a menudo olvidados, se merecen mucho maés respeto del que
normalmente se les brinda.

Almeria, marzo del 2025.






1. Integracion en caminos. Teorema de Green.

1.1 Caminos y trayectorias

Definicidén 1.1.1 Una trayectoria es una aplicacién continua y: I — RY. Siendo I = [a,b] un
intervalo de R.

Definicién 1.1.2 Un camino (o arco) es la imagen de la trayectoria, y(t) C RV, y grafo de la
trayectoria es el subconjunto de R¥*!

{(#,7(0)) - 1 € [a, b]}.

Se denotara las componentes del camino como:
’}/(t):(xl(t)vxZ(t)v'“:xN(t)): Vi€ [a7b]'
En especial, estamos interesados en caminos en R2,
¥(t) = (x(1),¥(2)),

caminos planos y en caminos en R3,

(1) = (x(2),y(1),2(1)).
Obsérvese que cada componente es una funcién continua de 7 — R.

I Ejercicio 1.1 Demuestra que (z,7¥(¢)) es un conjunto cerrado y acotado. n

= Ejemplo 1.1
1. y(t) = (t,t),donde r € [0,1].
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2. El segmento que une los puntos Py, Pi: ¥(t) = (1 —t)Py+tP;, t € [0,1]. En particular, en R?
se tiene

1:0\ ®)
\‘ .
y

=

Figura 1.1.1: Segmento que une Py, Py

Y(t) = (1 —1t)xo +tx, (1 —t)yo +1ty1, (1 —1)zo +121)

siendo Py = (x0,)0,20) y Pi = (x1,y1,21).

Calcula el segmento que une dos puntos Py, P, para ¢ € [a,b]. Es decir, tal que
Y(a) =Py y(b) = P1.

Definicion 1.1.3 Diremos a y(a) origen y a y(b) final de la curva. Si y(a) = y(b), entonces la
curva es cerrada.

= Ejemplo 1.2
1. Lacurva y(r) = (cos(t),sin(t)) parat € [0,27].

(%)

Figura 1.1.2: Curva circunferencia

2. Lacurva y(t) = (cos(2t),sin(2¢)) parat € [0, 7].
3. Lacurva y(t) = (a4 Rcos(t),b+Rsin(t)) con R >0y ¢ € [0,27].
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4. Lacurva ¥(t) = (acos(2t),bsin(2t)), a,b > 0, parat € [0, 7.

v(t)

(0,0)

b

Figura 1.1.3: Curva elipse
(]

Definicién 1.1.4 Dada y una curva, denotaremos por —¥ a su orientacién inversa (o camino
inverso). Es decir,

—y(t) :==y(a+b—1).

También se puede denotar al camino inverso como 7.

Definicién 1.1.5 Diremos que Y es una curva simple si es inyectiva en [a,b).

Definicién 1.1.6 Una Curva de Jordan es una curva cerrada y simple.

— Teorema cldsico de la curva de Jordan. Toda curva de Jordan en R? divide
al plano en dos componentes conexas disjuntas que tienen a la curva como frontera comin. Una
de estas componentes estd acotada (el interior de la curva) y la otra es no acotada y se le llama
exterior de la curva.

Dados dos caminos ¥; () cont € [a,b] y 1»(t) cont € [b,c], tal que ¥, (b) = Y2 (b). Entonces se
puede considerar la unién de los dos caminos:

", te [a,b],

nuy ::{ b, 1€ b,

Calcula el camino de un rectdngulo en el plano con vértices: (0,0); (2,0); (2,1) y
(0,1).

Ejemplo de camino en R3:

» Ejemplo 1.3 y(r) = (cos(¢),sin(¢),z) cont € [0,k27] es la hélice con k vueltas.

Figura 1.1.4: Camino hélice
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Cabe destacar que toda funcién explicita y = f(x) con x € [a,b] es un camino de la forma
y(t) = (t,f(¢)) para t € [a,b]. De esta manera, la pardbola y = x> con x € [—1,1] es la curva

v(0) = (t,), 1 € [-1,1].
Definicién 1.1.7 Diremos que un camino 7 es regular (o suave) si es ! (I) y ademds, ¥ (¢) # 0
para todo 7 € [a,b]. Siendo

Y(t) = (x)(2),%5(1),...,xy()), Vi€ ][a,b].

La interpretacion geométrica de ¥/ (#) para un #y € [a,b], es la del vector tangente a la curva
¥(t) en el punto t = 1.

Definicion 1.1.8 Generalizando la definicién anterior, diremos que una curva es regular a trozos
si es regular en una particion finita del intervalo 1.

En general, los caminos a trozos suelen ser regulares a trozos, véase el Ejercicio 1.3.
De esta manera, si una curva Y es regular, podemos definir su vector tangente unitario en t = t,

como:
o) = o)

17 (o)

donde |7 (o) || = /x| (£)> +x5(t)> + - - - 4+ x}y(¢)2. Por otro lado, T'(ty) serd su vector normal.

Demuestra que T (o) y T’ (9) son ortogonales.

Si consideramos ¥ (7) como el vector velocidad. De esta manera, en N = 2 para simplificar la
notacion, se tiene que el médulo de la velocidad (o rapidez) es ||y(¢)'|| = \/x (t)? +x5(t)?. Por otro
lado, es sabido que si v(7) es la rapidez de un mévil para ¢ € [a, b], entonces el espacio recorrido de
dicho mévil es

e(t) = /atv(s) ds.

Por tanto, la longitud de una curva 7 hasta el instante 7 € (a,b] es

(r(o)) = [ 10,

y la longitud recorrida en su totalidad es

)= [yl

Demuestra que si Y = ¥ U}, entonces [(y) = 1(y1) + ().

Veamos a continuacién algunos ejemplos del cdlculo de longitudes de curvas:
= Ejemplo 1.4

1. y(t)=(1—t)Py+tP,cont € [0,1] y Py = (x0,y0),Pr = (x1,y1) dos puntos del plano. En este
caso ¥ (t) = —Py+ P, = (x; —x0,y1 —Yo) Yy por tanto,

I(y) = /01 \/(xl —x0)% + (y1 —yo)?dt = \/(xl —x0)% + (y1 —Y0)*.
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2. y(t) = (cos(t),sin(z)), cont € [0,27x]. De esta forma, ¥ (r) = (—sin(),cos(¢)) y en conse-
cuencia ||y(r)’|| = 1. Por tanto,

4
I(y) = / 1dr = 2m.
0

3. ¥(t) = (xo+Rcos(t),yo+Rsin(r)),cont € [0,27] y R > 0. De esta forma, ¥ (1) = (—Rsin (t),Rcos (1))
y en consecuencia ||(7)’|| = R. Por tanto,

21
z(y):/ Rdi = 27R.
0

4. Cdlculo de la longitud de una hélice con "3 vueltas". y(z) = (cos(t),sin(z),7), conz € [0,67].
De esta forma, 7 (¢) = (—sin(¢),cos(¢), 1) y en consecuencia ||(¢)’|| = v/2. Por tanto,

61
l(y):/O V2dt = 6V/2x.

5. Longitud de la cicloide y(¢) = (¢t —sin(¢),1 — cos(t)), t € [0,2x]. De esta forma, Y (r) =

(1 —cos(r),sin(t)) y en consecuencia ||(t)|| = \/2 —2cos(¢). Por tanto,
2n 2n 1— 27
I(y) :/ \/Z—ZCos(t)dt:2/ \/%@m:z/ sin(t/2)dt = 8.
0 0 0
7(t)

Figura 1.1.5: Curva cicloide

Integrales de linea
A partir de ahora, si no se dice lo contrario, vamos a restringirnos al plano y espacio, es decir,

N =2,3. Empezaremos dando la nocién de integrales sobre campos escalares y a continuacién sobre
campos vectoriales.

Integrales de linea de campos escalares
Este tipo de integrales también se denomina en la literatura “integrales de trayectorias”.

Definicidn 1.2.1 Dado A C RY un abierto, diremos que una aplicacién f es un campo escalar
sobre A si f: A C RN — R. Esto es, para cada (x,,z) € A le hace corresponder un valor real (o
escalar) f(x,y,z) € R.

m Ejemplo 1.5 Ejemplos mds usuales de campos escalares en la fisica:
1. La temperatura de una habitacién (N = 3).
2. La densidad de una plancha metdlica no homogénea (N = 2).
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Definicién 1.2.2 Dado ¥ : [a,b] — RY un camino regulary f: A C R¥ — R un campo escalar
tal que ¥(r) C Ay f o7y una aplicacién continua en [a,b]. Entonces se define la integral de linea
de f sobre ¥ como

b
[5= [ sranivopar

1. La notacién es también valida con diferencial d!. Es decir, jy fdl.

2. Obsérvese que si f(x,y,z) =1, entonces [, f= [, 1dl = I2117 ()| dt = I(y). Que es coherente
con las integrales dobles y triples para el cdlculo de dreas y volimenes.

3. Para el caso particular f(x,y) = 1+x>+y>y y(t) = (cos (¢),sin(¢)) con t € [0,27] ¢cul serfa
la interpretacién geométrica de fy f?

Sea ¥ = 7 U7, con ¥; continuos. Demuestra que
Wb s
Y h 12}

= Ejemplo 1.6
1. y(t) = (cos(t),sin(¢)) cont € [0,2x], f(x,y) = 1 +x* +y*. Entonces,

2
/f: 2dt = 4.
Y 0

2. y(t) = (cos (t),sin(¢),t), cont € [0,27] y f(x,y,2) = x> +y* + 22,

/f:/om(lthz)\/Edt: 2*/35”(3+4n2).
Y

3. Si yesunalambrey f(x,y) es su densidad (kg/m), entonces [, f es la masa total del alambre.

4. Para el mismo alambre del ejemplo anterior, si g(x,y) es su temperatura, entonces lf(y—;; esla
temperatura media del alambre.

Caminos equivalentes

Veamos el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 1.7 Dado f(x,y) = x>+, fy f tiene el mismo valor para las siguientes curvas:
1. 71(t) = (cos(t),sin(z)), € [0, 7].

2. 1(t) = (cos(2¢),sin(2t)),t € [0,7/2].

3. %(t) = 7,7 (t). Es decir, 5(t) = (cos(m —1),sin(x —1)) = (—cos (t),sin(¢)), t € [0,7].
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Definicion 1.2.3 Dados I} = [a1,b1], 1> = [aa,b>] dos intervalos reales. Diremos que la aplicacién
p: I} — L es una parametrizacion si es biyectiva y €' ().

Toda parametrizacién envia extremos de I} a extremos de I,. Es decir, o bien, p(a;) = a
y p(b1) = by, o bien, p(a;) =byy p(by) = a.

Demostracion. Se realizard de dos formas.
Forma 1: Por contrarreciproco, supongamos que p no conserva extremos. Es decir, o bien, p(a;) €
(az,b2), o bien, p(by) € (az,b,). Sin perder generalidad, supongamos la primera:

c:=play) € (az,by).

Al ser p inyectiva implica que es mondtona, entonces:
= Si p es creciente, se tiene que p(t) > ¢, Vt € [a1,b;]. Es decir, no existe p~!(¢) parat € [ap,¢).
Esto es, no es sobreyectiva y contradice que la parametrizacion es biyectiva.

= Si p es decreciente, se tiene que p(t) < ¢, Vt € [a1,b]. Es decir, no existe p~!(¢) para
t € (c,bs]. Esto es, no es sobreyectiva y contradice que la parametrizacion es biyectiva.

Por tanto, se concluye que p si conserva extremos.
Forma 2: Supongamos que p(a;) < p(b;) (p creciente) y que p no conserva extremos. Sin perder
generalidad suponemos que p(a;) € (az,b2). Como p es sobreyectiva, existe x € (aj,b;) tal que
p(x) < pla) < p(br).
Para p decreciente se argumenta de la misma forma. Aplicamos el Teorema del Valor Intermedio
(Teorema 1.2.3) en el intervalo [x,b] y se tiene que existe un ¢ € (x,b;) (en particular, ¢ > a;) tal
que p(c) = p(ay). Lo cual contradice que p es inyectiva. |

— Teorema del Valor Intermedio. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, para
cada f(a) <y < f(b), existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) =y.

(En qué momento de la demostracién del lema anterior se usa que la parametriza-
ciénes €'(1))?

Definicion 1.2.4 Diremos que una parametrizaciéon conserva la orientacién si p(a;) = ay y
p(b1) = by. En caso contrario, diremos que invierte la orientacién.

Si una parametrizacién p conserva la orientacién, implica que p es creciente.
Es decir, p’(r) > 0 para todo 7 € [ay,b;]. De forma andloga, si invierte la orientacion, se tiene que p
es decreciente y p’(¢) < 0 para todo ¢ € [ay,by].

Definicién 1.2.5 Sean dos curvas 7,(7) con t € [a1,b1] y %(t) con t € [a,b;]. Diremos que
que son curvas equivalentes, ¥; & 7, si existe una parametrizacién p : [a1,b;] — [az, by tal que

n(1) = n(p@), 1 € lar,bi].

Demuestra que si p’(z) # 0, entonces ¥} & 9, es una relacién de equivalencia. Es
decir, es simétrica, reflexiva y transitiva.
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m Ejemplo 1.8 (Curvas equivalentes)
1. y1(¢) = (cos(t),sin(t)),z € [0,7] y 1»(t) = (cos(2¢),sin(2¢)),t € [0,7w/2]. En efecto, basta
tomar p : [0, 7] — [0, 7/2] definido como p(r) =1/2. Obsérvese que p es creciente y por tanto,
la parametrizacion conserva la orientacion.

2. 71(t) = (cos(t),sin(t)),t € [0,7] y y3(t) = (cos(mw —1),sin(mw —t)) = (—cos(t),sin()), 1 €
[0, ]. En efecto, basta tomar p : [0, ] — [0, 7] definido como p(r) = w —r. Obsérvese que p
es decreciente y por tanto, la parametrizacién invierte la orientacion.

Veamos a continuacion que las integrales de linea sobre campos escalares no se ven afectadas
por parametrizaciones.
Sean y; y > dos curvas regulares y equivalentes, y; = 7. Considérese f como
en la Definicién 1.2.2 para vy = 7. Entonces,

Vlf:/}’zf‘

Demostracién. Sean Y, : [ay,by] — RN y 7 : [a2,by] — RN. Como 7, ~ }», entonces existe una
parametrizacion p : [a1,b1] — [a2,bs] tal que ¥ () = »(p(t)), t € [a1,b1]. Calculemos la primera
integral:

o= [ renenivona= [ seateon e ol

aj

= [ D 1B ')

Distingamos a hora dos casos:
Caso 1: la parametrizacion conserva la orientacion. En este caso p’(¢) > 0y por tanto, nos quedaria,

by b2
Z/L“ f(?’z(l’(f)))H?’z’(l’(t))HP/(f)df:/az f(Yz(S))|Y2/(S)|dSZ/YZf’

habiendo realizado el cambio de variable s = p(r).
Caso 2: la parametrizacion invierte la orientacion. En este caso p’(z) < 0y por tanto, nos quedarfa,

== [ st GO O =~ [ s as = |

ap

debido a que p(a;) = by y p(b1) = as. [ |
Si se considera la parametrizacion p : [a,b] — [a,b] definida como
pt)=a+b—t,
invierte la orientacién, ademds, dado v : [a,b] — RY, se tiene que
v () =vla+b—1) =v(p(r)).

Por tanto, dado un campo escalar continuo f: A C RY — R, tal que y([a,b]) C A, obtenemos por la
Proposicién 1.2.5 que
[r=]r
Y s
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Aunque la parametrizacion invierta la orientacidn, esto no afecta al valor de la
integral de linea. Mds adelante veremos que esta situacion no se da en el caso de integrales en lineas
en campos vectoriales.

En el siguiente resultado, se manifiesta que dada una curva podemos reescalarla a otra curva
equivalente con otro intervalo arbitrario.
Sean y: [a,b] — RY (regular a trozos) y [c,d] C R un intervalo arbitrario. Entonces,
existe 7: [c,d] — RY (regular a trozos) tal que

Y=7.

Demostracion. Basta definir la parametrizacion p : [c,d]| — [a, b] definida como

(1) = b—at+ad—bc

PU=a— d—c’

donde p(c) =ay p(d) =b.

De esta manera, (r) = y(p(t)) para todo r € [c,d]. [ |

Corolario 1.2.8 Sean y: [a,b] — RN (regular a trozos) y f: A C RY — R un campo escalar
continuo, tal que ¥([a,b]) C A. Entonces, para todo intervalo [c,d] C R existe 7: [c,d] — R

(regular a trozos) tal que
[r-1s
14 7

Integrales de linea sobre campos vectoriales

Definicién 1.2.6 Diremos campo vectorial a toda aplicacién F : A C R" — RY, siendo A un
conjunto abierto no vacio. Es decir,

F(x1,%2, - Xm) = (F1(x1,%2, -+« 3 Xm), Fa (X1, X2, ooy Xm )y -+ o EN (X1, %2, -« 2, X)),

donde cada F;(xj,x2,...,X) es un campo escalar: A C R” — R.

1. Durante el manuscrito se tomard N =m = 2,3. Y las componentes se escribirdn a menudo
como

F(x,y,z) = (P(x)yvz)aQ(x?y7z)7R(x7y7Z))‘

2. En general los campos vectoriales se denotan en maytscula y los campos escalares en mints-
cula.
3. A veces, para enfatizar que es un campo vectorial se suele denotar como F'.
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m Ejemplo 1.9 Algunos ejemplos fisicos de campos vectoriales:

1. Campo gravitatorio creado por una masa M centrada en el origen (N = 3):
0,9) = g (602)
X, %,2) = X, ,2),
gy (24212 Y
donde G es la constante de gravitacion universal (6,674 - 10~ " Nm? /K g%). A menudo, se suele
escribir de forma radial, es decir
)=~ i
r)= 7
g |r|2 rs
donde r = (x,y,z) y i, = r/|r| es el vector unitario central. Asi pues, la fuerza que se ejerce
entre dos masas también es un campo vectorial F = mg.
2. Campo electroestatico creado por una carga Q centrada en el origen (N = 3):
o KQ
Ex7 2) = T3 5 oan KYE),
(x,,2) (x2+y2+z2)3/2( »2)
siendo K = ﬁ la constante dieléctrica o de Coulomb cuyo valor es aproximadamente
9-10°Nm?/C?. Al igual que el campo gravitatorio también se suele escribir de forma radial:
= KQ
E(r) = Wur,
y la fuerza eléctrica entre dos cargas es un campo vectorial: F =¢E.
3. Velocidad de un fluido que se expande (N = 2).
]
Definicion 1.2.7 Diremos que un campo vectorial F = (Fy,F,,...,Fy) es continuo si cada

componente F; : A C R"™ — R es continuo.

A continuacién definiremos el concepto de integral de linea para campos vectoriales.

Definicién 1.2.8 Sea F : A C R* — R3 un campo vectorial continuo y y € €' ([a,b]) tal que
Y([a,b]) C A. Entonces, definimos la integral de linea del campo vectorial F sobre la curva y
como:

(98]

[F= [ Fro) v @

. De la misma forma, se puede definir la integral de linea de campos vectoriales para el caso de

N=2.

. Si pensamos F como la fuerza a la que esta sometido un mévil al recorrer una trayectoria ¥,

entonces fyﬁ es el trabajo realizado.

. Para definir la integral de linea de campos vectoriales es suficiente que 7y sea regular a trozos.
. En los libros de fisica suelen escribir F = Fii+ F>j+ F3k y fyF como

/Fldx—l—ngy—l-ngz.
Y
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m Ejemplo 1.10 Cilculo de integrales de linea sobre campos vectoriales:
1. y(t) = (cos(z),sin(t),t) cont € [0,2x] y F(x,y,z) = (x,y,z). Entonces,

/17":27r2.
Y

2. y(t) = (t,£*,1) cont € [0,1] y F(x,y,z) = (x*,xy, 1). Entonces,

11
/xzdx+xydy+ dz=—.
y 15

Comprueba los siguientes resultados:

1 1
/cos(z)dx+exdy+eydz =2e+ €' ——,
. 2° 72

siendo y(r) = (1,¢,€') cont € [0,2].
2.

1
/sin(z) dx+cos(z)dy — J/xydz = ~5
Y

siendo y(r) = (cos® @,sin>6,6) con 6 € [0, 77”]

Curvas equivalentes en integrales de linea sobre campos vectoriales

Sean 1 y 9 dos curvas regulares a trozos y equivalentes (Y] = 9») y F' un campo
vectorial como en la Definicion 1.2.8. Entonces,
= Si tienen la misma orientacion
/ F=[F.
N "

F=- / F.
" Y12
Obsérvese que, a diferencia de los campos escalares, el signo de la integral
cambia si la parametrizacién invierte la orientacion.

= Si tienen la orientacion invertida

Demostracion. La demostracion es practicamente igual que la Proposicion 1.2.5 hasta llegar al
momento de obtener

o by
/F:/ F(p(p(®)) - n(p) p'(t)dr.
N ai

Realizando el cambio de variable s = p(¢) se obtiene el resultado directo en caso de conservarse la
orientacion. En el caso de invertirse las orientaciones, es decir, p(a;) = b, y p(b1) = aa, obtendriamos

/bazF(YZ(S))'YZI(S)dSZ_ F.
2 )2
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Gradiente de un campo escalar. Campos conservativos.

Definicién 1.2.9 Sea A C R un abiertoy f : A — R un campo escalar 4’ (A), definimos como
el operador gradiente de f

Vfx) = (agif)’agij)a,aaj;(j)), Vx=(x1,...,xn) €A.

1. Obsérvese que el operador gradiente es un campo vectorial:
Vi:ACRN 5 RY.

2. A menudo se suele escribir V f para recalcar que es un campo vectorial.

= Ejemplo 1.11
1. Dado f(x,y) = xcos(y), entonces Vf(x,y) = (cos(y), —xsin(y)).

2. Dado g(x,y,z) = x>yz°, entonces Vg(x,y,z) = (2xyz>,x°z>,3x%yz?).
n

Dado f un campo escalar %’!. Denotemos como F a V f (ya que es un campo vectorial). Entonces
se tiene lo siguiente:

b b
P = [ Py an= ) vy a

(véase el Ejercicio 1.10)

b
= [ Ut d@n= 150l = 1re) = £ (@) (1.0

Demuestra que V£ (y(2)) - y(t) = (f(y(2))).

= Ejemplo 1.12 Dado y = (cos (¢),sin(t),7) cont € [0,2x]. Sea f(x,y,z) = %2 + %2 + % Entonces,
V£(x,y,2) = (x,y,2). Asi pues, si llamamos al campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,z), se tiene que

/F=f(7’(27f)) — f(¥(0) = f(1,0,2m) — £(1,0,0) = 1/2+ 47 /2~ 1/2 = 27",
Y

Compdrese este resultado con el resultado 1 de Ejemplo 1.10. "
De esta manera, de forma natural nos llega la siguiente definicion.

Definicién 1.2.10 Dado A C R un abierto, diremos que un campo vectorial continuo F : A —
RN es conservativo, si y solo si, existe un campo escalar con derivadas parciales continuas
f:ACRN - Rtalque F =Vf (13 =V f). Por otro lado, diremos que la funcién f es un
potencial del campo vectorial F'.

1. Si f es el potencial, también lo serd f + constante. Por tanto, el potencial no es tinico.

2. Si F es conservativo y f su potencial, entonces [, F = f(y(b)) — f(¥(a)). Esto es, la integral
NO depende de la trayectoria 7, sino de los puntos inicial y(a) y final y(b) de la curva.

3. SiF es conservativo y y cerrada (y(a) = ¥(b)) entonces [, F = f(y(b)) — f(y(a)) = 0.
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= Ejemplo 1.13 Sea el campo vectorial F(x,y) = (2x,y) y ¥(t) = (cos(¢),sin(¢)) cont € [0,7/2].
Calculamos primero fyF por definicion:
/2 /2 1 ™/2
u/(mmm@mmmﬂmmﬂmmm:—/ sin 1) cos (1)dr = cos*(t)| = —1/2
0 0 0

Por otro lado, obsérvese que F es un campo conservativo, ya que dado el campo escalar
f(x,y) = x> +y?*/2, se tiene que Vf = F. Asf pues,

/YF = f(r(7/2)) = f(¥(0)) = £(0,1) = f(1,0) = 1/2 -1 = —-1/2.

Demuestra que tanto el campo gravitatorio como el campo eléctrico son conserva-
tivos. Para ello calcula su potencial (gravitatorio y eléctrico).

Sean a,b € Ry F : R?\ (0,0,0) — R? el campo vectorial definido como
F(x,y,z) = (3x* + 3y?zsin(xz), ay cos(xz) + bz, 3xy* sin(xz) + 5y).

1. Calcula los valores de a y b par que el campo F sea conservativo y calcula su potencial.
(Sol. a= —6,b=35; f(x,y,z) = x> — 3y* cos(xz) + 5zy).

2. Para los valores de a y b obtenidos, calcula f},F siendo y(r) = (1 —2t,1,mt) cont € [0,1].
(Sol. 4 +5m).

Sea a > 0. Se considera el campo vectorial F : A C R? — R? definido como

F(ny)zz(Zx%——jL— 2 ),

X+ y2 9 x+ y2
siendo A = {(x,y) € R? : x+y? > 0}.
1. Calcula el valor de a para que el campo F sea conservativo. (Sol. a = 1).

2. Para dicho valor de a, calcula la circulacién de F a lo largo de todos los arcos de pardbola
que unen los puntos (1,0) y (4,0) y con eje de simetria paralelo al eje OY. (Sol. 15+ 1n4).

Sea el campo vectorial F : R3 — R? definido como

F=(2xy+2°,2*,3x2).

/ﬁw:m
Y

para todo ¥, camino (diferenciable) con origen el punto (2,1,1) y final el punto (1,5,1).

Demuestra que
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Veamos que en ciertas regiones del espacio euclideo el reciproco de la afirmacién 3 de Observa-
cién 1.2.14 también es cierto. Es decir, de forma coloquial: si para todo camino cerrado la integral
sobre un campo vectorial es cero, entonces el campo vectorial es conservativo. Para ello vamos a
recordar algunas nociones de topologia.

Definicion 1.2.11 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, diremos que M C X es un conjunto conexo,
si dados A, B € 7 no vacios, talque M CAUBy ANBNM = (@, entonces o bien M C A, o bien,
M C B.

Intuitivamente, un conjunto conexo es el que no se puede partir en dos trozos.

= Ejemplo 1.14
= Conjuntos conexos: intervalo en R, esfera en RZ, toro en R3, punto de RV el complementario
de un punto en R2.
= Conjuntos disconexos: dos esferas en R?, dos intervalos disjuntos en R, el complementario de
un punto en R.

Definicién 1.2.12 Diremos que Q C R" es un dominio si es abierto y conexo.

Veamos ahora la condicién de arco-conexo que es un poco mds exigente que ser conexo.

Definicion 1.2.13 Dado (X, 7) un espacio topoldgico, diremos que un conjunto M contenido en
X, es un conjunto arco-conexo (0 conexos por arcos), si para cualesquiera xj,x € M, se tiene un
camino contenido en M que los conecta. Es decir, existe ¥ : [a,b] — M (regular a trozos) tal que

Y(a) =x1y y(b) = xa.

La conexion por arcos es una condicién mds fuerte que la conexidn topoldgica.

Comprueba los siguientes conceptos topolégicos:
1. Demuestra que arco-conexo implica conexo.
2. El reciproco no es cierto. Para ello encuentra un contra-ejemplo.
3. Demuestra que todo dominio es arco-conexo.

Sea Q ¢ R" un dominio y F : Q — R" un campo vectorial continuo. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Paratodo y C € camino regular y cerrado se tiene que

/ﬁ:o
Y

(ii) Para todo ¥;,7,, caminos regulares que coinciden sus extremos (¥ (a) = Y (a); 11 (b) =
72(b)). Se tiene que
/ﬁ:/F
N 4o

(iii) F es un campo conservativo.
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Demostracion.
» (i) — (ii) : Sean 71, 1>, caminos regulares que coinciden en sus extremos (y; (a) = %2(a); 71 (b) =

% (b)). Consideremos ¥, ! el camino inverso de 7 (es decir, % ' (t) = p(a+b —1)). Asi pues,
si definimos Y=y U7y, ! es un camino cerrado y por tanto,

o:/ﬁ:/ﬁ+ F.
Y 7 %!

Por otro lado, por la Proposicién 1.2.11 se tiene que f,yz—l F=-— sz F. De lo que se deduce de
la igualdad anterior que
[F=]|F
! 2l

= (i) — (i) : Fijado P € Q, se define para todo x € Q el camino ¥, que va desde P a x y tal
que Y C Q (esto es posible al ser £ un dominio). A continuacién definimos el campo escalar
f:Q — R como

f(x):= [ F.
%

Obsérvese que f estd bien definida por (ii), en efecto, diferentes caminos que lleven de P a
x tienen el mismo valor de integral. Por dltimo, veamos que f es el potencial de F. Esto es,
fec(Q)y Vf = F. Para ello, basta demostrar que Vk=1,...,N se tiene que

i £+ he) = £()

lim : = Fi(x), (1.2)

k) o
siendo ¢, = (0,...,1,...,0) y F = (Fy,...,F,...,Fy). En efecto, ya que de esta manera

. . : . 9 . .
tendriamos que existen las derivadas parciales a—j; y son continuas al ser Fj continuo, por tanto,

fec(Q)y % f = F. Para demostrar (1.2) se tiene en cuenta que por definicién de f,
f(x+hey) = / F.
y’c+hek

Por tanto, por (ii), como no depende del camino tomado, definimos

Yethe, = YU Yix x-+hey)

siendo Yy vyhe,] = (1 —1)x+1(x + hey) = x+they, cont € [0, 1] (el segmento que une x con
x+ hey, que estd contenido en Q para i suficientemente pequefio, al ser 2 un abierto). Asi

pues,
f(x—i—hek):/ F= ﬁ—i—/
yx+hek Y N

[x,x+-hey,

F
]

1 1
— F()+ /0 F(x+they) - heydt = f(x) + /O hFy (x -+ they )dt.

Usando el Teorema del Valor Intermedio para Integrales (TVII): Dado f : [a,b] — R continua,
entonces existe ¢ € [a,b] tal que [* f(x)dx = f(c)(b—a). Se llega a que existe 1o € [0, 1] tal
que

f(x+hex) = f(x) +hFy(x+ tohey).
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Sustituyendo en (1.2), obtenemos que

i f(x+her) — f(x) — lim hFy(x+tohey)
h—0 h h—0 h

= Fk(X),

que es donde queriamos llegar. Nétese que en el Gltimo paso se ha usado la continuidad de Fy.
= (iii) — (i) : Visto anteriormente en (1.1).
|

= Ejemplo 1.15 Dado el campo vectorial F(x,y) = (x> 4+ xy?, x>y + 3y"*), el cual est4 definido en
todo R2. Es conservativo, su potencial es f(x,y) = %z + # + %ys + C (obsérvese que el potencial
no es unico). Entonces, aplicando el Teorema 1.2.15, se tiene que:

= Para y(#) = (cos (#),sin(#)) cont € [0,27], [, F = 0.

= Para y el segmento que une los puntos (-3,0) y (2,-1), [, F = f(2,—1) — f(-3,0) = 8l49=

196
15

Para finalizar esta seccién veremos que los campos conservativos en N = 2 (y diferenciables)
tienen la propiedad de que sus derivadas cruzadas coinciden. Concretamente,
Dado A C R? un abierto y F = (F|,F;) : A — R? un campo vectorial conservativo y
€' (A). Entonces,
é)Fg(x,y) _ 8Fl(x7y)
ox  ady

V(x,y) €A.

Demostracion. Al ser F conservativo y ¢’ (A), existird f : A — R con regularidad 4 (A) tal que

d d
fg;,y) _ R(xy), f g;,y) By,

Derivando la primera expresion respecto la variable y y la segunda respecto la variable x, se tiene

9%f(x,y)  9Fi(x,y) ?f(x,y) IB(x,y)

dydx dy dxdy ox

Finalmente, usando el Teorema de Schwarz para el campo escalar f se obtiene la igualdad
deseada. |
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En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco no es cierto.

= Ejemplo 1.16 Seael abierto A = {(x,y) € R? : 1 <x?>+)? <9}

A

A
N

Figura 1.2.1: Ejemplo 1.16

y el campo vectorial definido como

(=Y X
F(x,y) - (x2+y27x2+y2> .

Claramente F € ¢! (A) y ademas,

0B (x,y) v —x2 _ dFi(x,y)
ox (2 +y)2 9y

Y (x,y) € A.

En cambio, la integral de F sobre el camino cerrado y(r) = (2cos(t),2sin(z)),t € [0,27],
contenido en A es

/ F=2m#0,
Y
lo que, en virtud del Teorema 1.2.15, implica que F no es conservativo. "

En el siguiente resultado se muestra que el reciproco es cierto si restringimos la topologia del
abierto A. Para ello, definamos primero la nocién de conjunto estrellado.

Definicién 1.2.14 Un conjunto A C RY se dice estrellado con centro P € A, si para todo x =
(x1,...,xy) € A el segmento [P,x] := {(1 —#)P+1x : t € [0,1]} estd contenido en A.

En particular, todo conjunto convexo es estrellado con centro cualquier punto del conjunto.

Sea A C R? un conjunto abierto y estrellado. Consideremos el campo vectorial
F : A — R? con regularidad %' (A) y tal que

IF(xy) _ dR(x,y)

o 9y V(x,y) € A.

Entonces, F' es un campo conservativo.
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Para su demostracion recordemos el siguiente resultado el cual establece las condiciones sufi-
cientes para pasar la derivada dentro de la integral.
Sean A x B C RY x RM dos conjuntos abiertos y acotados y la aplicacién
continua g : A x B — R tal que g—i(x,y) es continua para todo (x,y) € A x B. Entonces,

0 [ 9g
a—y/Ag(x,y)dX—/Aa—y(x,y)dX-

Demostracion del Teorema 1.2.17. Sea P = (P, P,) el centro del conjunto estrellado A, asi pues, el
intervalo [P,x] C A para todo x = (x,y) € A. Consideremos el campo escalar f : A — R definido para

todo x € A como ]
:/ F:/ F(PX))-(x— P)dr,
[Px] 0

siendo [P,x] := {(1 —t)P+1x : t € [0, 1]}. Veamos que f es efectivamente el potencial de F'y
con ello se habrd demostrado que F es conservativo. Es decir, comprobemos que

Lun=nwn  Fen-Rey. veea

Demostraremos la primera igualdad, siendo la segunda de la misma forma.
Usando la Proposicién 1.2.18 se tiene

Wy = 2 [ FpN)-(x-pya

= 2 [N R + RPN - B))d

= [ (PR oy e + 22

b (xy) _ IR (xy)
dx — dy

Usando ahora la hip6tesis se llega a que

L= [ (Lo py s + s )

:/0](tVFl([P,XD-(X—P)‘FFI([RXD)dt

1 1
_ / {VE(P.x])- (X—P)dt—l—/ F(P.x]) dr.
0 0
Por dltimo, integrando la primera integral por partes:
u=t,du=dt;dv=VF|([Px]) - (x—P);v=F([Px]),

se llega a que

Ly =trexh- [ A [ Fex)

= Fl (X) = F1 (x,y).
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Teorema de Green

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el Teorema de Green, uno de los mds importantes
del Andlisis Vectorial, y veremos algunas de su aplicaciones mds directas. Para ello recordemos
que una curva de Jordan es una curva simple y cerrada. Por otro lado, diremos que una curva de
Jordan en el plano estd orientada positivamente si mientras se recorre dicha curva la regién acotada
(o interior) se encuentra a la izquierda.

» Ejemplo 1.17 La curva de Jordan 7; (t) = (cos(¢),sin(z)) con t € [0,27] estd orientada positiva-
mente, mientras que y»(¢) = (cos (¢), —sin (z)) esta orientada negativamente.

Figura 1.3.1: Ejemplo 1.17

Por otro lado, recuérdese el Teorema Cldsico de la Curva de Jordan donde se establece que toda
curva de Jordan en R? divide al plano en dos componentes conexas disjuntas que tienen a la curva
como frontera comuin. Una de estas componentes estd acotada (el interior de la curva) y la otra es no
acotada y se le llama exterior.

— Green. Sea Y una curva de Jordan en el plano, orientada positivamente y regular
(a trozos). Sea D su regién interior (y = D). Considérese el campo vectorial F : D C R? — R?,
definido como F(x,y) = (Fi(x,y),F2(x,y)) y €' (D). Entonces,

/ // <8F2 X,y) aFla(;’y)>d(x,y).

1. El Teorema de Green relaciona la integral de linea de un campo vectorial con una integral
doble en R? de las derivadas parciales del campo vectorial.

2. En el caso que F sea un campo conservativo la igualdad es trivial al ser las dos expresiones
iguales a cero.

3. Otra notacién bastante usada del Teorema de Green es: si definimos el campo vectorial como

F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)), entonces
/a+ P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = // <8Q %) apg;y)> d(x,y).

4. El Teorema de Green es un resultado en R2.
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= Ejemplo 1.18 Comprobemos el Teorema de Green para el campo vectorial F(x,y) = (y,—x) y D
el cuadrado del plano de lados [—1,1] x [—1,1].

:L’Ys(t)

Ya(t)
' Y2(t)

Y1 (1)

Figura 1.3.2: Ejemplo 1.18

= Cilculo de fyﬁ : En este caso 7 es el perimetro del cuadrado orientado positivamente, asi pues,
— 17

Y= U% Uy U7, donde para todo t € [—1,1] se tiene: 1 (t) = (t,—1); 1»(t) = (1,1) y para
todor € [1,—1] se tiene y3(¢) = (¢,1) y 7 (¢t) = (—1,¢). De esta manera,

/yﬁ:é/y}{ﬁ:/i(1,;)-(1,0)dr+/11(z,1)-(0,1)dr

+/1](1,—t)~(1,0)dt+/1l(t,1)~(0,1)dt:

1 1 ~1 ~1
/ fldt+/ fldt+/ 1dt+/ ldt=-2-2-2-2=-8.
- ~1 1 1

1
» Célculo de [ [,(dF,/dx—dF;/dy)d(x,y): Como dF;/dx= —1y dF;/dy =1, entonces:

//L') <(9an(})§,)’) B 8F18(;€,y)) dlxy) = /11 /11 sy s,

En este caso, la segunda integral (la doble) ha salido mds sencilla que la integral de linea. No
]

siempre es asi, a menudo la integral doble suele ser mds larga.

Comprueba el Teorema de Green:
(x,y) = (y* +x>,x*) y D el cuadrado del plano de lados [0, 1] x [0, 1]. (Sol. 0).
(x,y) = (x+y?,x2 —y?) y D la regi6n del plano limitada por 1 <y <2 —x2. (Sol. -56/15)

LT

1
2.
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Demostracion. Teorema de Green

Supondremos que la regién D es un rectdngulo, de esta manera se estd probando para cualquier
region del plano, debido a que las integrales de Riemann provienen del limite de 4reas de rectdngulos.
Para ello, sea R el rectdngulo formado por los vértices: (x1,y1);(x2,¥1); (x2,2); (x1,y2), donde
estamos suponiendo que x; < xp ¥ y; < y». De esta manera, d"R =7y =7y Uy, Uy U7, siendo:

nN(t) = (t,y1):t € [x1,x2],
n(t) = (x2,1);t € [y1,¥2],
V(1) = (t,2)5 t € [x2,x1],

Y (t) = (x1,8)5¢ € [y2,1)-
(x1,y2) v3(t) (2, y2)
T - -
gZl0) | D A2(t)
~— —_ ®
(w1,91) Y1(t) (2 91)

Figura 1.3.3: Teorema de Green

Asi pues, si calculamos primero la primera parte de la integral doble:

// an(xvy / /XZ aFZ(X’y)dxdy
R ax _}1 X=X| ax

= i (FZ(XZ’)’) *F2(x17Y)) dy

Y2 V2
= [ FB(x,y)dy— [ FE(x,y)dy
Y1

Y1
V2 V2
= Fz(X2,t)dt—/ Fz(xl,t>dl‘
Y1 Y1
Y2 Yo,
:/ Fla,)- (0,1)di+ [ Flx,t)-(0,1)dr
) )’2

/ ﬁ ’}/2 ')/2(1‘ dt + F ’)/4 ’}é_
Y1

Jy2
:/F+ F
4o Va
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De la misma forma, se tiene que

dFi(x,y) /)‘2 /yz dFi(x,y)
g = ———dyd
//R dy (x,y) x=x1 Jy=yi dy Y

_ (" (Fi(x,y2) — Fi(x,y1)) dx

X
X X2
= [ Fi(x,y2)dx— / Fi(x,y1)dx
*
= Fltyzdt—/ Fi(t,y1)d
(t,y2) - 10dt—/ F(t,y1)-(1,0)dt

——['s
= [ Fos@)-hode~ [ (o)A@
L

t$

y por tanto,

//R&’an(?y // 9F1(x y) (X,y):k:z:l/nﬁ:/yﬁ,

lo que, concluye la demostracion. |

Consecuencias del Teorema de Green

Definicidén 1.3.1 Se dice que un abierto acotado Q C R? es una regién de Jordan si su frontera
es una curva de Jordan.

Corolario 1.3.3 — Cdlculo de dreas. Sea D C R? una regién de Jordan y F : D — R? un
an(x,y) . 8F1(x,y)
dx dy

campo vectorial €' (D) tal que = 1. Entonces,

F = Area(D).

Demostracién. Al ser D una regién de Jordan, 01D es una curva de Jordan. Asi pues, aplicando el
Teorema de Green 2.2.6, se tiene

P~ (2552252t~ | st =i
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Hay muchos candidatos de F(x,y) = (Fi(x,y),F3(x,y)) que cumplen que
an(X,y) aFl(x7y)

S 2 = 1, algunos ejemplos:
. Ij(x,y) = (0,x).

- Ij(x,y) = (_yao)'

= Fx,y) = (=y/2,x/2).

= Ejemplo 1.19 Cilculo del drea de una circunferencia de radio R. Para ello tomamos "D = y(r) =
(Rcos(t),Rsin(z)) cont € [0,27] y F(x,y) = (0,x), entonces:

Area(D) = /a - /0 (0. Reos (1)) - (—Rsin (1), Reos (1))dr — R? /0 7 cos? (1d1 = 7R,

Calcula nuevamente el drea de la circunferencia de radio R pero usando como
campo vectorial: F'(x,y) = (—y,0) y F(x,y) = (—y/2,x/2).

Corolario 1.3.5 — Teorema de Green para dominios con agujeros. Sea D C R? un dominio
acotado con n agujeros {Ax }x—1.._, y el campo vectorial F:DU {Ai}k=1...n CR?> — R? con
regularidad €. Consideremos como 7 la frontera exterior de D y {Y =1
agujeros (orientada positivamente respecto D). Entonces,

JdF, OJF
[F+X [F=] [ (52-5) o
k 1% 9y
.,A, los n agujeros, por tanto, A, = }/k_l paratodo k =1,..,
— - )d(x e
p\ dx dy ) buy_, dy )
dF, 8F1>
— — ——d
/ /. (52- %) e
B oF, JF JdF, JF
S (G5 =X [ [ (G5 ) e
_/F+ ;
k 17 %

donde en la dltima igualdad se ha usado la Proposicién 1.2.11 y el Teorema de Green 2.2.6 en
los dominios DU}_ | Ay y Ay. ]

. la frontera de los n

Demostracion. Sean Ay, ..



30 Capitulo 1. Integracién en caminos. Teorema de Green.

m Ejemplo 1.20 Comprobemos el Teorema de Green en el dominio

D={(x,y) eR*: 1 <x*+y* <4}

Figura 1.3.4: Ejemplo 1.20

y para el campo vectorial F (x,y) = (y?,x).
» Célculode [,F+ [, F:y=(2cos(),2sin(t)) cont € [0,27]. Por otro lado, y cuidado con

la orientacion, y; = (cos (¢),—sin(¢)) cont € [0,27x]. Por tanto,

= ” sin’#,2cos —2sin cos
/yF—F/%F—/O (4sin’2,2c0s (1)) (=2sin (¢), 2 cos (1)) dt
4
+ /0 (sin? (1), cos (1)) (= sin (¢), — cos (1)) dr

_ /0 7 (—osind (1) + 3eos? (1)) dr

=3r.

= Célculo de ffD<aF2 aF‘) d(x,y):

//(@—a—?)a = //(1—2y d(x.y)

/ (1-2psin@)pdpd6
— p:]

=3r. n

Usando el corolario del Teorema de Green para agujeros, demuestra que el area
de una corona circular es 7(R> — %) (R > r).

— Teorema de Green generalizado. Sea D C R? un dominio acotado y el
campo vectorial F : D C R? — R?, F(x,y) = (Fi(x,y), Fa(x,y)) con regularidad %" (D). Entonces,

/(%D // (8Fz X,y) 8Fla(;c,y)> d(x.y).
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Ejercicios resueltos
Longitud de curva
Calcula la longitud de la curva y(z) = (acos(z),asin(t),t) desde (a,0,0) a
(0,a, 7).

Solucién:
Calculemos la longitud usando la integral. Para ello, tenemos en cuenta que la derivada de la

curvaes ¥ (t) = (—asin (t),acos(t),1) y [|Y ()| = Va® + 1.
Observa que ¢ € [0, %], ya que el punto inicial es (a,0,0) = (0) y el punto final, (0,a,%) =

(%)
/ V@ idr = Yerln

Calcula la longitud de la curva y(¢) = (3,In(t + 1)) desde (3,0) a (3,in(2)).

Solucion:

Primero calculemos la derivada de la curva, ¥ (¢) = (0, ; +1) tal que ||V (1)|| = ; +1’ siendo el
punto inicial (3,0) = y(0) y el final (3,/n(2)) = y(1). Asi, calculamos la longitud de curva con la
siguiente integral,

I(y) = /01 t%dt — [in(t+1)]} = In(2).

Integral de linea

Calcula la integral de linea de la funcién f(x,y) = ’676, a lo largo de la curva
descrita por y = x>, desde (1, 1) hasta (3,27).

Solucion:
La curva viene dada por y(t) = (¢,£%),t € [1,3], asi, ¥ (t) = (1,3¢?), f(y(t)) = £3, por lo tanto,

la integral serd
3/2
3 V7 V1
/f:/ £V 1+9t4dt = 36527 0 VIO
b4 1

54

Calcula la integral de linea de la funcién f(x,y,z) = &ﬁg V(ll‘xj)S a lo largo de la
Z —X

curva descrita por ¥(¢) = (sin(z),tan (¢),4) parat € [O, %]

Solucion:
La derivada de la curva viene dada por ¥ (1) = (cos (1), %,O), fly@)) = _gm(t cos (1) , por lo

cos? 1+cost(t)
tanto, la integral serd
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2, a lo largo de la curva

Calcula la integral de linea de la funcién f(x,y) =

descrita por x = y2, desde (1,1) hasta (2,v/2)
= (t,v1),t €[1,2], asi, Y(t) = (

Solucion:
La curva viene dada por ()
tanto, la integral serd
/ / =1/ 1 + dt
1

Calcula la integral de linea de la funcién f(x,y) = xe

NIL»)

9
_§'
2

a lo largo de la curva

descrita por y = x, desde (0,0) hasta (3,3)
= (1,1), f(y(t)) = (te""), como conse-

Solucion:
La curva viene dada por y(t) = (¢,t), t € [0,3], asi, ¥ (¢)
cuencia, la integral serd
3 \/— 12 €9 —
= 2te' dt = ——.
=1, VZ
= (y/1—»?)y, alo largo de la

Calcula la integral de linea de la funcién f(x,y)
7).

curva descrita por y = sin (x), desde (0,0) hasta (
Solucién:
La curva viene dada por y(t) = (z,sin(z)), t € [0, 5], como consecuencia tenemos que ¥(7)
(L,cos (1)) y f(v(t)) < 1 —sin? (t)> sin (1) = cos (¢) sin (¢), por lo tanto, la integral serd
232
5 -3

/f:/7 \/ 1+ cos? (t)cos (¢)sin (¢)dt =
v 0 3
= (x+y)?, alo largo de la curva

Calcula la integral de linea de la funcién f(x,y)
descrita por y = |2x|, desde (—2,4) hasta (2,4)
t)=(t,2t),

La curva ¥ viene dada por la unién de dos curvas ¥ (t) = (,—21), ¢t € [-2,0] y 1(¢t)
1) =(1,2),
V5(80)

Solucion:
i [ = b 9
(1,=2), f(n(1) =12y %) ), f(%(t)) = 9¢2, entonces la integral
85 a5 3

t €1[0,2]. Asi, y{(t) =

U e[ e[S [ Vita
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Calcula la masa de un alambre con forma de hélice (y(t) = (cos (t),sin (¢),?),
t € [0,27]) cuya funcién de densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de la distancia
desde el eje Z al punto. Ten en cuenta que en el punto inicial, el valor de la densidad es 1.

Solucién:

La funcién densidad serd f(x,y,z) = k(x*>+y?), como el punto inicial es 7(0) = (1,0,0), entonces
f(1,0,0) = 1. Por lo tanto, k = 1. Podemos ahora calcular la masa del alambre, siendo f(y(z)) =
(cos? (¢) +sin® (1)) = 1, Y (r) = (—sin(t),cos (¢), 1), como

/yf:/omx/idtzzx/in.

Calcula la integral de linea para la funcién F (x,y) = <3xy + xsin (x), % +e ) ,a
lo largo de la curva que une (0,0), (1,1), (2,3), (—2,5).

Solucién:
Como el conjunto (el interior del poligono que une los puntos dados) es un conjunto estrellado
acotado y abierto, y se tiene que % = %—';} = 3x, tenemos que F es conservativo por el Teorema

1.2.17 y por lo tanto, sobre el camino cerrado ¥ que une los vértices (frontera del poligono anterior)

la integral es
/ﬁ:o
Y

Considera el campo vectorial F (x,y,z) = (3x% 4+ 2,In(|x|) 4+ 2%,2zy), calcula la
integral de linea para esa funcion, a lo largo de un camino ¥, que une (1,1,1) y (1,2,2).

Solucién:
Veamos si F' es un campo conservativo, calculando su funcién potencial. Para ello, consideramos
que el gradiente del potencial serd F', entonces, si f es la funcidn potencial, tenemos que
Y

d
a—f =3x2 42,
x X
por tanto,
f=x +yin(|x)) +C(y,2).

Por otro lado,

L — (e +

por lo que C(y,z) = 2%y + K (z), asf,

dC(y,z)

_ 2
PR In(|x|)+z°,

f=x+yin(|x]) + 22y + K (2).

Por ultimo,
0 0K
—i=20+—lﬁ=2m
0z 0z

por lo que K(z) = 0, teniendo que la funcién potencial es

f=x+yin(|x]) +2%.
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Calculamos entonces la integral de linea como

Y

Calcula la integral de linea de la funcién F (x,y) = ()ﬁyyz, %) ,alo largo de

la curva mds pequefia sobre la circunferencia de radio 2 que une el punto (0,2) y (—v/2, —v/2).

Solucién:
Tendremos la siguiente situacion:

(—v2,-v?2)
Figura 1.4.1: Ejercicio 1.30

La curva que describe esta circunferencia serd y(¢) = (2cos(¢),2sin (¢)) para 7 entre los dngulos
que unen los puntos del enunciado.

Igualamos los puntos a la parametrizacion para obtener el intervalo de t.

= 0=2cos(t),2=2sin(r), entonces r = 7.

= —V2=2cos(t), —v2 = 2sin(t), entonces t = 3Z.

Teniendo en cuenta la orientacién de la curva ¥, el camino mas corto serd el que describe la curva
parat € [%, %] , calculemos entonces la integral.

Siendo (1) = (—2sin(t),2cos (1)), F(y(t)) = (cos(t)sin (t),—sin’ (), la integral de linea
serfa o
7

1 1
—a( Ly L)),
z (3 6\/§>

/yﬁ = /;7” —4cos (1)sin® (1) dt = —4 {sin;(;)}

2
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Teorema de Green
Teorema de Green sin agujeros

Dado D como la superficie encerrada entre y =¢*, y=1, x = a, x = b con
0 < a < b, calcula la suma de las integrales de linea usando el Teorema de Green para D, con

F(x,y) = (—cos (x)In(y),sin (x)).

Solucién:
Consideramos el Teorema de Green para obtener la suma de las integrales de linea, que nos diria

-3

Donde 7 seria la curva que describe nuestro recinto. La integral doble seria

/ / <°°S (x)> dydx = /fcos(x) /lgx <1+§> dydx = / " cos (3) [y + In()]¢ dx

b b b
= / cos(x)(e" +x—1)dx= / cos(x)e*dx+ [ cos(x)xdx —/ cos (x) dx.
a a a a
Que mediante el uso del método de integracion por partes se queda como:
b b b
/ cos (x)e" dx+ / cos (x)xdx — / cos (x)dx =
a Ja a

[e"(sin(x);-COS (x))r + [xsin(x) 4 cos (x)]z - [sin(x)]Z-

Dado D como la superficie encerrada entre el eje de abscisa, x =1, x =e y
In(x) =y, calcula las integrales de linea usando el Teorema de Green para D, con F(x,y) = (&, xy).

Solucién:
Consideramos el Teorema de Green para obtener la suma de las integrales de linea, que nos dirfa

J7= (55 ) e

Donde 7 seria la curva que describe nuestro recinto. La integral doble seria

e rlnx , e [/ In? 3e—e2—3
/ / (y—e})dydx:/ (ﬂ—x—i-l) dx="2"¢ "7
1 Jo 1 2 2

Usa el Teorema de Green para calcular la masa de un alambre cuya forma es la
de la funcién y = In(x) comprendida entre x = 1, x = e, si la densidad en cada punto estd dada
por el cuadrado de su abscisa.

Solucién:
La curva a integrar es y(t) = (¢,In(t)) para t € [1,e] y la densidad es f(x,y) = x2, por lo que
podemos calcular la integral de linea como

/f / 1/1+ dt = /\/t?_dt (1+e)3/2—23/2).
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Comprueba el Teorema de Green para la funcién F (x,y) = (—4y, 4x) en un circulo
de radio a centrado en (0,0).

Solucién:

En primer lugar, calculamos las integral de linea. La curva que describe la circunferencia
orientada positivamente respecto al circulo dado, es y(r) = (acos(t),asin(¢)), t € [0,27], Y (1) =
(—asin(t),acos (1)), F(y(t)) = (—4asin (r),4acos (1)), la integral de linea seria

. 2
/F = 44 dt = 84° 7.
Y 0

Calculamos ahora la integral doble. Como % =4, %—i‘ = —4, tenemos que, siguiendo el Teorema

de Green, la integral de linea serd igual a

a 2@
// 8d(x,y):/ 8pd0dp = 8a*m.
D 0 JO

Donde D es el circulo y donde hemos usado el cambio a coordenadas polares x = p cos (),
y=psin(0).

Calcula el valor de la integral de linea de una elipse centrada en (1, 1) de ejes 4,
2, usando el Teorema de Green para la funcién F (x,y) = (e* + 4y, 2In(y* +€”) +x).

Solucién:
Calculemos entonces la integral doble de % — %—i‘ = —3, usando el Teorema de Green las
integral de linea serd igual a

2,1
// —3d(x,y) :/ / —24pdpd6 = —24r.
D 0o Jo

2 s
Donde D es el interior de la elipse dada por la ecuacién (x;—l,l) + ()2—21)2 =1, y donde usamos el

cambio de coordenadas correspondiente a esa elipse, x =4pcos(0)+ 1,y =2psin(0) + 1.
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Comprueba el Teorema de Green para el tridangulo formado por los vértices (0, 5),
(1,0), (1,2), para la funcién F(x,y) = (x%y,5xy).

Solucién:
Tendremos la siguiente situacion:

(1,2)

BE]

A‘Yz

71

(1,0)

Figura 1.4.2: Ejercicio 1.36

Calculemos las integrales de linea de las trayectorias orientadas positivamente:

Loy = (). r€0,1, 7)) = (1,7), F(n(n) = (%,%) la integral de linea es

=
h 6
2. p(r) = (1,2t), 1 € [0,1], %(2) = (0,2), F(na(r)) = (2¢,10¢), la integral de linea es

/ﬁ:lo.
4o

3.p()=(1-1,2—%),1€[0,1], h(t) = (-1,52), F(¥ ())_( P 3t)’5(1—t)2(4—3t))’1a

integral de linea es
- =37
=
% 6

El total sera 131

Calculamos ahora la integral doble.
Como ‘9F 52 =5y, %1;' = x%, tenemos que, siguiendo el Teorema de Green, las integrales de linea
serdn igual a

1 11
5y x? dydx—/ (5x2+5x—2x3)dx:?.
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Calcula el trabajo realizado por la fuerza F (x,y) = (y,2x?), a lo largo del triangulo
formado por los vértices (—1,1), (0,0), (2,0).

Solucién:
El tridngulo se puede representar como:

(_17 1)

(0,0) (2,0)

Figura 1.4.3: Ejercicio 1.37
Podemos usar el Teorema de Green para obtener las integrales de linea de la funcion,

/yﬁ://D(%-%)d(x,y)://D(mc—l)d(x,y).

Donde D sera nuestro tridngulo. Para calcular la integral doble identifiquemos las tres rectas que

forman su borde.
1. Recta que une (0,0) y (2,0).

2. Rectaque une (—1,1)y (2,0).

3. Recta que une (—1,1) y (0,0).

Ast, la integral doble quedara como:

//D(4x—1)d(x,y):/_01/_13_X(4x—1)dydx+/02/023_x(4x—1)dydx

0 24 2x 2 2—x -7 10 1
—/](4x—1)< : >dx—|—/0(4x—1)< : )dx_7+5_§.
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Usa el Teorema de Green para calcular el 4rea del poligono que une los puntos

(0,0), (3,1), (5,4), (0,5).

Solucién
El poligono en cuestion seria:

(0,5)

BE!
(5,4)

Y2

(3,1)

(0,0)

Figura 1.4.4: Ejercicio 1.38

Consideremos una funcién de manera que % — %—Fy =1, asi, el Teorema de Green nos daré el

valor del drea en funcién de las integrales de linea. Sea esta funcién F'(x,y) = (0,x), calculemos las
integrales de linea del poligono orientadas positivamente:
L. 7(t)=3t,1),t€[0,1], v,(t) = (3,1), F(% (1)) = (0,3¢), asi, la integral de linea serd
7o 3
" 2

2. p(t) = (342t,1+431),1€[0,1], () = (2,3), F(n(t)) = (0,3 42t), por lo tanto, la integral
de linea serd
/ F=12.
"2

3. %(t) = (5—5t,4+1), 1 €[0,1], 4(t) = (=5,1), F(%(t)) = (0,5 — 5¢), 1a integral de linea

sera 5
/ﬁzﬂ
% 2

4. 1(t) = (0,5=51),t €[0,1], %(t) = (0,—5), F(1a(t)) = (0,0), asi, la integral de linea serd

F=0.
Ya

Por lo tanto, el valor total del area sera 16.
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Usa el Teorema de Green para calcular el drea de la mitad superior de la elipse

[S)
[N]

L4+5=1
Solucién:
Nos piden calcular el drea de:
4!
(a,0) s *(a,0)

Figura 1.4.5: Ejercicio 1.39

Consideramos la curva que describe la parte superior del borde de la elipse, 7 y la que une

(—a,0) a (a,0), 1. Realizaremos la integral de linea para una funcién F (x, y), que satisfaga 8an(§ -
8Fla(;7y) — 1’ como F"(x7y) = (07)(). EntOﬂCeS,

1. 11(t) = (acos(t),bsin(t)), 1 € [0,x], ¥, (t) = (—asin (1), bcos (1)), F(11(t)) = (0,acos (1)), la
integral serd
o T abm
/71 F :/0 abcos® (1) dt = -

2. (1) = (—a+2at,0),1 € [0,1], %(t) = (2a,0), F(p(r)) = (0, —a+ 2at), la integral de linea

queda como
/F:o
yo)

El 4rea es “bT”.

Calcula el 4rea, en el primer cuadrante, encerrada por las curvas que describen
una elipse de semiejes (2,1) y la circunferencia de radio 1, ambas centradas en (0,0).

Solucion
Estariamos ante el siguiente caso:

(2,0)

(1.(])] "

Figura 1.4.6: Ejercicio 1.40

Consideremos la funcién F'(x,y) = (0,x) y calculemos el drea a partir de las integrales de linea
que describen la figura, 7; (t) que describe el segmento desde (1,0) a (2,0), 9»(¢) que describe la
parte de la elipse y 3(¢) que describe la circunferencia con orientacién negativa.



1.4 Ejercicios resueltos 41

1. 1(t) = (t+1,0),7 € [0,1], ¥,(t) = (1,0), F(11(¢)) = (0, 4 1). La integral de linea serfa

F=0.
2. 7(r) = (2cos(r),sin(r)), 1 € [0, 5], y5(r) = (—2sin(z),cos(t)), F(p(r)) = (0,2cos (). La

integral de linea serfa
q 3 n
/ F:2/zcosz(t)dt: —.
2! 0 2

3. 13(t) = (cos(t),—sin(t)), t € [37”,271], Y (t) = (—sin(r), —cos (1)), F(%(t)) = (0,cos (1)).
La integral de linea seria

Asf, el drea serd 7.

Comprueba el Teorema de Green para la funcién F(x,y) = (3y, —x) en D, dado
por la regién, en el primer cuadrante, del circulo de centro (0,0) y radio 2, que se encuentra
comprendidaentre y=xy y =0.

Solucién:
Un dibujo del problema ser4:

IS

s Y2

o
-

(0,0) T [ 2.0

Figura 1.4.7: Ejercicio 1.41

Calcularemos las integrales de linea de las curvas orientadas positivamente respecto a la figura
dada.

La frontera de nuestra figura, D, estd dada por tres curvas: ¥; (z) que une (0,0) a (2,0), %2(¢) que
describe la parte de la circunferencia que va desde (2,0) hasta el punto de corte de la circunferencia
y la recta, y finalmente y3(¢) que una el punto de corte al punto (0,0).

Calculemos primero el punto de corte entre la circunferencia y la recta.

La circunferencia, frontera del circulo dado, serd x*> +y* = 4, por lo que el punto de corte con la
recta y = x, se calcula como

2y? = 4.

Siendo este punto de corte (\/E, \/i) que si tenemos en cuenta la parametrizacion de la circunfe-
rencia dada por y(¢) = (2cos(¢),2sin(z)), t € [0,27], se alcanzard este punto de corte en el dngulo
7+ Asi, podemos calcular las integrales de linea.
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1. 71(t) = (2¢,0) paraz € [0,1], 7, (¢) = (2,0), F(11(z)) = (0, —2¢), siendo la integral de linea

F=0.
N

2. y(t) = (2cos(t),2sin(r)) parat € [0, F], con la derivada como 75(r) = (—2sin(z),2cos (1)) y
F(p(r)) = (6sin(r), —2cos ()), siendo la integral de linea

/ / —12sin® (1) —4cos? (t))dt =2 — 2.

3. %(t) = (V2—/2t,v/2—/2t) parat € [0, 1], con derivada %4 (1) = (—V/2,—v2) y F(33(1)) =
(3v/2 —3v/2t,—\/2 4+ /21), obteniendo la integral de linea

/%17“_/01(4t—4)dt_—2.

Ast, el total serd —27.
Calculamos ahora la integral doble, siendo ‘9F S =-1, %’Z L =3,

2 rm/4
// —4d(x,y):—4/ / pdOdp = —2x
. D 0 Jo

Queda comprobado el Teorema de Green.
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Teorema de Green con agujeros

Usa el Teorema de Green con agujeros para calcular el drea del tridngulo de
vértices (0,1), (1,0), (1,2) con un agujero circular de radio §, centrada en (3, 1).

Solucién:
Estariamos ante el siguiente caso:

(1,0)

Figura 1.4.8: Ejercicio 1.42

Consideramos la funcién F(x,y) = (0,x) y calculamos las integrales de linea que nos daran,
siguiendo el Teorema de Green, el 4rea de la figura.
Consideramos las curvas del tridngulo orientadas positivamente:
Loy =), €01, 7)) = (1,3), F(n(r) = (0,151), 1a integral de linea serd
P —1
" 4

2. p(r) = (1,20), 1 € [0,1], ,(z) = (0,2), F(1a(r)) = (0, 1), la integral de linea sera

/ﬁ:z
4o

3.p)=(1-1,2=3%),t€[0,1], () = (-1,5), F(p3(t)) = (0,1 —1), la integral de linea

serd 3
[F==
% 4
Siendo el total del area del tridngulo 1.
Abhora, consideramos la circunferencia orientada positivamente respecto a nuestra figura

1 I -1 . 1
Y= (§cos(t)+§,?sm(t)+§>

parat € [0,27]. Asi, ¥,(t) = (5 sin(r), 5 cos (1)), F(y(t)) = (0, £ cos(#)+3), por lo tanto,
2 -7

F= 1/zn—cosz(t)alt— ! cos (t)dt =
w  64Jo 16 Jo 64

Asi, el drea de la figura serd [, f—f—f},zﬁ—kfﬁﬁ—f—fmﬁ =1-Z.
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Usa el Teorema de Green para calcular la suma de integrales de linea sobre la
trayectoria que describe la frontera del disco D := {(x,y) € R?|1 < x> +y* < 4}, para F(x,y) =
(2 +y%,x).

Solucién:
Usando el Teorema de Green calculemos esa integral de linea a partir de una integral doble sobre

el disco.
/(9Dﬁ://z)<%_%> d(xvY)://D(l—b)d(x,y)

Usando ahora el cambio de variable x = p cos (0), y = psin(0), tenemos que
. 2n 2
//(1 —2y)d(x,y) :/ / (1—2psin(6))pdpd6 = 3.
D o N

Usa el Teorema de Green con agujeros para calcular el drea de un circulo de
centro (0,0) y radio 4, con un orificio formado por un circulo de radio 1 centrado en (2,0).

Solucién:

Consideremos la funcién F(x,y) = (0,x) para calcular el drea a partir de las integrales de linea
segtn el Teorema de Green.

Podemos esbozar nuestra figura como:

D Yy T

)
0,0) W

&)

Figura 1.4.9: Ejercicio 1.44

La frontera del circulo de centro (0,0) estara descrita por x*> +y? = 16, por lo tanto, la curva
orientada positivamente respecto a nuestra figura sera:

Y1 (t) = (4cos(t),4sin(z))

parat € [0,27]. Asi, 7| (t) = (—4sin (t),4cos (1)), F(11(z)) = (0,4cos (1)),

. 2
F= 16/ cos? (1)dt = 167.
h 0
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La frontera del circulo de centro (2,0) estara descrita por (x —2)% +y? = 1, por lo tanto, la curva
orientada positivamente respecto a nuestra figura sera:

1(t) = (cos (t) +2,—sin (1))

para ¢ € [0,27]. Como consecuencia, ¥, (¢) = (—sin (¢), —cos(¢)), F(%(r)) = (0,cos (r) +2),
siendo la integral de linea

/YZF = —/OM (cos (t) +2cos (t)) dt = —.

Por lo tanto, el 4rea de nuestra figura serd f% F+ f)’z F =15m.

Calcula la suma de las integrales de linea del campo vectorial

o 2y 2
F (X,y ) = | »x ? )
sobre las curvas que forman la frontera de la corona eliptica centrada en (a,0),

D:={(x,y) € R?:36 < 9(x —a)* +4y* < 72}.

Solucién:
La corona estd formada por dos elipses.

Elipse exterior:
2 2
x—a y
+l—=) =1
<N§ > <3\/§ )

Elipse interior:

Un esbozo de la figura seria.

(2+a,0)

(—2+a,0)

(—2V2 +a,0) (a,'O) (2v2 + a,0)

Figura 1.4.10: Ejercicio 1.45
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Consideramos el Teorema de Green para obtener la suma de las integrales de linea, siendo Y la
curva que describe la elipse exterior y 7; la curva que describe la elipse interior, ambas orientadas de
forma positiva respecto a D.

/J/ﬁ—l—/)/lﬁ://D(%—ia—I;)d(x,y).

Las derivadas parciales son

oF R _ () _,
dx dy \ 3 '

Calculamos la integral doble con el cambio coordenadas x = 2p cos(0) +a, y = 3psin(0),
6 € [0,27], p € [1,V2].

2 V2
/ / 6p (4p?sin® 0 — 1) dpd6 = 12.
0 1

Usa el Teorema de Green con agujeros para calcular el drea de

D:={(x,y) ER?: 242y < x> +y> < 4+2y}.

Solucion:
En este caso, D es una corona circular centrada en (0, 1),

D:={(x,y) eR?:3 <x’+(y—1)* <5}.

Figura 1.4.11: Ejercicio 1.46
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Usando el Teorema de Green podemos obtener al drea a partir de las integrales de linea. Usemos
la funcién F'(x,y) = (0,x), siendo las curvas orientadas positivamente respecto a D:

1. 11(t) = (V/5cos(t),V/Ssin(t) + 1), t € [0,27], ¥, (t) = (—V/5sin(t),v/5cos (1)), F(n(t)) =
(0,4/5cos (1)), la integral de linea serd

. 2r
/ F= 5cos? (t)dt = 57,
N 0

2. 1(r) = (V/3cos (1), —\/3sin (1) +1),7 € [0,27], 1) = (—/3sin (1), —v/3cos (1)), F(1(t)) =
(0,v/3cos (1)), la integral de linea serd

. 2
/ F :/ —3cos?(1)dt = —3m.
» 0

Asi, el area total serd 2.

Calcula el 4rea de la siguiente figura usando el Teorema de Green.
La regién de la corona eliptica

4<(x—1)2+2y*< 12,
que quedaentre y=0ey=x,conx>1,y > 0.

Solucién:
La corona estd formada por dos elipses.

Elipse exterior:
v 1\2 y 2
() + (&) =
2V3 Ve

() () -

Estariamos ante el siguiente caso:

Elipse interior:

1+v34 1++/3%
3 ' 3

1+ /10
3

1+ /10
3

(3,U>] ’;:I ](@+ 1,0)

Figura 1.4.12: Ejercicio 1.47
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Usamos el Teorema de Green para obtener el drea, siempre que seleccionemos un F' adecuado,
tal que la diferencia entre las derivadas parciales cruzadas sea 1, por ejemplo F(x,y) = (0,x).

Consideramos ¥, la curva que describe la elipse exterior entre los puntos de corte con y =0
ey =ux, ) la que describe el segmento que une las dos elipses, 3 la curva que describe la elipse

interior entre los puntos de corte con y = x e y = 0, Y4 la recta que une los puntos de interseccion de
la recta y = 0 y las dos elipses.

/)/1ﬁ+/7&ﬁ+/7@ﬁ+/7/4ﬁ://D(%_88_1;1)[1(%}7)://Dld(x’y)'

Primero, necesitamos calcular los puntos de interseccidn de la recta y = x con las elipses exterior
e interior.

1. Punto corte con elipse interior.

(1?2
Tt 5 =1,
y=x.

Resolviendo 3x?> — 2x — 3 = 0 obtenemos el punto de corte (H
2. Punto corte con elipse exterior.

@12
tE =1
y=x.

Resolviendo 3x> — 2x — 11 = 0 obtenemos el punto de corte (1+‘/3_4 ”\/3_4),

Asi pues, las cuatro curvas serian las siguientes.
1. La elipse exterior dada por

E

1+v/10
3 3 )

71(1) = (V12cos (1) + 1,V/6sin (1)) 1 € [0,d].

Siendo d; el dngulo en el que se encuentra la interseccion de la elipse y la recta y = x. Para

calcularlo, igualamos la parametrizacion de la elipse a la interseccion, H‘/_ =V 12cos(1)+

”\/— =6 sin (t) con r = d; el dngulo para el que se cumple las 1gualdades anteriores. A51,

la 1ntegral de linea con ¥ (t) = (—/12sin(t),v/6cos (1)) y F(y1(2)) = (0,/12cos (t) + 1),

sera

/ F = /dI <6\/§cos2 (t) + V6cos (t)) dt = V/6sin(dy) 4+ 3V2(d; + cos(d, ) sin(d;)).
h 0

2. En cuanto a 9, tenemos que

<1+\/§ (x/l_O—\/ﬁ> 14+/34 <\/1_0—\/3_4>>
() = + = + t

3 3 3

para ¢ € [0, 1]. Entonces (1) = (mgm, \/ﬁg\/ﬁ)’ F(p) = <O, 1+§/§ + (\/ﬁg\/ﬂ) t),
siendo la integral de linea

/ / (1+v/3%) (V10— V/34) <¢E—«3—4>2 VI0— V34— 12
9 + 3 t|dt= 9 .
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3. La elipse interior dada por
% (1) = (2cos (1) +1,V2sin (1)) 1 € [0,d5].

Siendo d, el angulo en el que se encuentra la interseccion de la elipse y la recta y = x. Este se

1+/10 _
S

obtiene, como el anterior, igualando la parametrizacién de la elipse a la interseccidn,
2cos (1) +1, % = /2sin(t). Siendo d, el angulo para el que se cumple las igualdades
anteriores. Asi, la integral de linea con (') (t) = (=2sin(t),v2cos (1)) y F(%; (1)) =
(0,2cos (t) + 1), serd

/ F=— y F=— /OdZ(Z\/Ecos2 (1) +V2cos (1)) dt = —V/2(dy + sindy (1 + cosdy)).
7/3 P

)

4. Por dltimo, la curva 7y que consiste en el segmento que une los puntos (3,0) y (v'12+1,0),
es

n(t) = 3+ (V12—-2)1,0)

parat € [0,1]. Entonces () = (v12—2,0), F(y3) = (0,3 + (v/12 —2)t), siendo la integral
de linea
F=0.
Y

/ﬁ+/ﬁ+ ﬁ+/ﬁ:/ﬁ+/ﬁ+/ﬁ
N "2 V3 Y4 N 4o V3

Usa el Teorema de Green con agujeros para calcular el drea de la figura D, el
interior de un circulo de radio 2 y centro (1,0), con un agujero formado por el circulo centrado
en (1,0), de radio 1, cortado por la recta 2x —3 = y.

Asi, el area es

[\

Figura 1.4.13: Enunciado del ejercicio 1.48
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Solucién:
Lo que obtenemos aqui es:

(1.8,0.6)

Figura 1.4.14: Ejercicio 1.48

Usando el Teorema de Green con agujeros podemos obtener el drea, siempre que seleccionemos
un F adecuado, tal que la resta entre las derivadas parciales es 1, por ejemplo F(x,y) = (0,x).
Necesitamos tener definidas las tres curvas.

1. El circulo exterior dado por

y(t) = (2cos(¢)+1,2sin(t)), t € [0,27]

tal que
Y (t) = (=2sin(t),2cos(t))

cuya integral de linea seria

2
/ (4cos? (t) +2cos (1))dt = 4.
0
2. El circulo interior dado por

Y1(t) = (cos(¢) 4+ 1,—sin(t))

donde ¢ se encuentra entre los dngulos que describen los puntos de interseccién de la recta y el
circulo de radio 1. Se calcularfan sabiendo que el circulo interior estd dado por (x—1)2+y? =1
y la recta serfa y = 2x — 3, igualando y y despejando tenemos que

5y 42y —3=0.

Obteniendo los puntos de corte (1,—1) y (1,8,0,6). Asi, tendria que cumplirse que para el
primer punto, (1,—1), 0 = cos(t), 1 = sin(¢), entonces ¢ = J y que para el segundo punto
(1,8,0,6), 0,8 =cos(t), 0,6 =sin (), sea t = d el que cumple esas condiciones.

Teniendo que
T

() = (cos(t) +1,—sin(t)), t € [E,d},

tal que

Y| (t) = (—sin(t), —cos(t)).
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Calculemos la integral de linea,

d d
/ (—cos? (1) —cos (1)) dt = <7 —5cos (2t) —cos (t)) dt

n

Sl

—sin(d) + 1.
2 sin (d) +

3. Por otro lado, consideramos el segmento que va de (1,8, 0,6) a (1,—1):
(1) = (1,8—0,8:,0,6 —1,6t),t € [0,1],

donde,

%(t) = (-0,8,—1,6).

Calculamos la integral de linea.
1
/ (~2,88+1,28¢)dt = —2,24.
0
Asi, el drea es fyﬁ—f—fyzﬁ—i—fyl F.

Calcula el drea de la siguiente figura usando el Teorema de Green para agujeros.
Una corona eliptica centrada en (0,2), cuyo interior es

D:={(x,y) € R?: 144 < (3x)> +16(y — 2)? < 288},
y su elipse interior estd cortada por la recta y = 5 — 2x y el punto (0,2).

Solucién:
La corona estd formada por dos elipses.

Elipse exterior:
2 2
<L) N <y—_2> 1
4v2 3v2 '

(B (57) =

Estariamos ante el siguiente caso:

Elipse interior:

Figura 1.4.15: Ejercicio 1.49
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Usando el Teorema de Green con agujeros podemos obtener el drea, siempre que seleccionemos
un F adecuado, tal que la resta entre sus derivadas parciales sea 1, por ejemplo F(x,y) = (0,x).

Considerando ¥ la curva que describe la elipse exterior, ¥; la curva que describe la elipse interior
y 7> la que describe la recta, orientadas de forma positiva respecto a nuestra figura D, tenemos que:

/7;ﬁ+/71ﬁ+/?;2ﬁ:'//l)<aa_l;;2_i)_};1)d(x’y):/-/l.)ld(x’y)'

Asi que necesitamos tener definidas las tres curvas.
1. La elipse exterior dada por

¥(t) = (4v2cos (1),3V2sin (1) +2), 1 € [0,27]

cuya integral de linea seria
2n

24cos” (1) dt = 24r.
0

2. Laelipse interior dada por
¥ (1) = (4cos(1),3sin (1) +2),

donde ¢ irfa entre los dngulos que representan los puntos de interseccion de la recta con la

2 2
elipse interior. Se calcularian sabiendo que la elipse interior estd dada por (2) + <y%2> =1
y la recta seria y = 5 — 2x, igualando y y despejando, tenemos que los puntos de corte son

(0,5)y (%, _7—139) Asi, tendria que cumplirse que 0 = cos(t), 1 =sin(z), entonces t = 7 y

que 35 = cos (1), 53> = sin (r), llamemos d a la t que cumple esas condiciones. Teniendo que

¥y (t) = (4cos (1),3sin () +2) t € [g,d},

donde,
(1) (¢) = (—4sin(t),3cos (1)).

Calculemos la integral de linea.

d
/1F:/ 12cos? (t) dt = 6d — 37 + 3sin(2d).
n 3

1

3. Por otro lado, consideramos la recta que va de (0,5) a (22, =2,
192 —384
=05+ —, "1, reo,1],
1) =09+ (525 Jrelon]
tal que
192 —384
HN=|=,—).
o-(222)
Calculamos la integral de linea.
1 —-384-192 —36864
/ ————tdt = .
0 732 5329

Asi, teniendo ahora en cuenta la orientacion, el area sera

/F—/ F+/F.
¥ 7! %
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Teorema de Green generalizado
Usando el teorema de Green generalizado, demuestra que considerando el campo

. =2 _ —y X = _ . . .
vectorial F(x,y) = (m, m), entonces fyF =27, siendo Yy cualquier camino cerrado con el
origen en su interior.
Solucién:
Como el origen estd en el interior de la regién acotada por y, podemos considerar ¥ (r) =

(acos(t),—asin(t)), para t € [0,27x], la circunferencia en sentido horario con centro el origen y
radio a, con a suficientemente pequefio tal que se encuentre en el interior de la curva 7.

Figura 1.4.16: Ejercicio 1.50

Considerando como D el dominio acotado por la curvas Yy 7, tendremos, por el Teorema de
Green generalizado, que

/71 ﬁ+/)/ﬁ - /au)ﬁ B //D <% B %—};1> d(x,y).

Por un lado, si calculamos las derivadas parciales

B . —x2+y2 0F . —x2+y2

ErRRCEE A i ronyel

//D <% - %—};1) d(x,y) = 0.

Asi pues, fyﬁ ==y F =27. Ya que,

/71 F = /OM <Smaﬁ, M) (—asin(t),—acos(t))dt = 2.

a

Por tanto,



